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Введение

Финансовая математика представляет собой совокупность методов определения изменения стоимости денег, происходящего вследствие их возвратного движения в процессе воспроизводства. Со структурной точки зрения это стройная система аналитических формул и способов исчисления. Объектом исследования финансовой математики являются финансовые операции, а также определенный круг методов вычислений, необходимость в которых возникает всякий раз, когда в условиях финансовой операции оговариваются конкретные значения трех видов параметров, а именно:
- стоимостные характеристики (размеры платежей, долговых обязательств, кредитов, стоимости фондов, объемы денежных средств и т.д.); 
- временн
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е данные (даты или сроки выплат, продолжительность периодов начисления или отсрочки платежей и т.д.); 
- параметры, определяющие изменение стоимостных характеристик (процентные ставки). 
Особое внимание здесь обращается на фактор времени. Необходимость учета временного фактора вытекает из сущности финансирования и кредитования и выражается в принципе неравноценности денег, относящихся к разным моментам времени. Неравноценность определяется тем, что теоретически любая сумма денег может быть инвестирована и принести доход. Поступившие доходы в свою очередь могут быть реинвестированы и т.д. Следовательно, сегодняшние деньги в этом смысле ценнее будущих, а будущие поступления менее ценны, чем современные.

Между параметрами, лежащими в основе финансовой операции, объективно существуют функциональные зависимости. Изучение этих зависимостей и разработка на их основе методов решения финансовых задач определенного класса является предметом финансовой математики 

Финансовая математика применяется в банковском и сберегательном деле, страховании, в работе финансовых организаций, торговых фирм и инвестиционных компаний, фондовых и валютных бирж, во внешнеэкономической деятельности.

Теоретическая часть

1. Основные понятия.

Под процентными деньгами или, кратко, процентами в финансовых расчетах понимают абсолютную величину дохода от предоставления денег в долг в любой форме: в виде выдачи денежной ссуды, продажи в кредит, помещении денег на сберегательный счет, учет векселя, покупка сберегательного сертификата или облигаций и т.д.
 При заключении финансового или кредитного соглашения стороны (кредитор и заемщик) договариваются о размере процентной ставки (величина, которая характеризует интенсивность начисления процентов) - отношения суммы процентных денег, выплачиваемых за фиксированный отрезок времени к величине ссуды. Ставка измеряется в процентах, в виде десятичной или натуральной дроби. В последнем случае она фиксируется в контрактах с точностью до 1/16 или даже 1/32.
Интервал времени, к которому относится процентная ставка, называют периодом начисления, его не следует путать со сроком (интервалом) начисления. Интервал начисления – это минимальный промежуток времени, по прошествии которого происходит начисление процентов. Например, первоначальная сумма может быть инвестирована на 2 года (период начисления), а проценты на нее будут начисляться каждый квартал (интервал начисления).
Начисление процентов, как правило, производится дискретно, т.е. в отдельные (обычно равноотстоящие) моменты времени (дискретные проценты), причем, в качестве периодов начисления принимают год, полугодие, квартал, месяц. Иногда практикуют ежедневное начисление, а в ряде случаев удобно применять непрерывные проценты.

Проценты либо выплачиваются кредитору по мере их начисления, либо присоединяются к сумме долга (капитализация процента). Процесс увеличения денег в связи с присоединением процентов к сумме долга называют наращением или ростом первоначальной суммы.
В количественном финансовом   анализе процентная ставка применяется не только как инструмент наращения суммы долга, но и в более широком смысле - как измеритель степени доходности (эффективности) финансовой операции или коммерческо-хозяйственной деятельности.
Виды процентных ставок и способы начисления процентов.
В практике существуют различные способы начисления процентов, зависящие от условий контрактов. Соответственно применяют различные виды процентных ставок. Одно из основных отличий связано с выбором исходной базы (суммы) для начисления процентов. Ставки процентов могут применяться к одной и той же начальной сумме на протяжении всего срока ссуды или к сумме с начисленными в предыдущем периоде процентами. В первом случае они называются простыми, а во втором - сложными процентными ставками.
Важным является выбор принципа расчетов процентных денег. Существуют два таких принципа: от настоящего к будущему и, наоборот, от будущего к настоящему. Соответственно применяют ставки наращения и дисконтные или учетные ставки. В финансовой литературе проценты, полученные по ставке наращения, принято называть декурсивными (проценты начисляются в конце каждого интервала начисления, декурсивная процентная ставка называется ссудным процентом), по учетной ставке - антисипативными (предварительными – проценты начисляются в начале каждого интервала начисления, антисипативная процентная ставка называется учетной ставкой). (В России этим понятиям соответствовали проценты «на 100» и «со 100»).

Процентные ставки, указываемые в контрактах, могут быть постоянными (фиксированными) или переменными («плавающими»). Плавающие ставки часто применяются во внешнеэкономических операциях. В этом случае значение ставки равно сумме некоторой изменяющейся во времени базовой величины и надбавки к ней (маржи). (Маржа - термин, характеризующий разность между двумя финансовыми показателями, например между курсами продажи и покупки валюты, ценных бумаг, процентных ставок по депозитам и т.п.). Примером базовой ставки может служить лондонская межбанковская ставка ЛИБОР (LIBOR - London interbank of-fered rate) или московская межбанковская ставка МИБОР. Размер маржи определяется целым рядом условий (сроком операции и т.д.). Судя по мировой практике, он обычно находится в пределах 0,5-5%. В контракте может использоваться и переменный во времени размер маржи.

2. Простые проценты.

2.1.Формула наращения по простым процентам. 
Под наращенной суммой ссуды (долга, депозита, других видов выданных в долг или инвестированных денег) понимают первоначальную ее сумму с начисленными процентами к концу срока начисления.

К наращению по простым процентам обычно прибегают при выдаче краткосрочных ссуд (на срок до 1 года) или в случаях, когда проценты не присоединяются к сумме долга, а периодически выплачиваются. Для записи формулы наращения простых процентов примем обозначения: I -  проценты за весь срок ссуды; P - первоначальная сумма долга; S - наращенная сумма, т.е. сумма в конце срока; i - ставка наращения процентов (десятичная дробь); n - срок ссуды.

   Если срок измеряется в годах (как это обычно и бывает), то i означает годовую процентную ставку. Соответственно каждый год приносит проценты в сумме Pi. Начисленные за весь срок проценты составят 
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   Выражение (1) называют формулой наращения по простым процентам или кратко - формулой простых процентов, а множитель 
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 - множителем наращения простых процентов. Он показывает во сколько раз наращенная сумма больше первоначальной суммы.

2.2. Практика начисления простых процентов. При использовании простых процентов, когда срок финансовой сделки не равен целому числу лет, периоды начисления процентов выражают дробным числом, т.е. как отношение числа дней функционирования сделки к числу дней в году:
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где t - число дней ссуды; K - временная база начисления процентов (число дней в году).    В этом случае формула (1) примет вид:
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Здесь возможно несколько вариантов расчета процентов, различающихся выбором временной базы K и способом измерения срока пользования ссудой.
Часто за базу измерения времени берут год, условно состоящий из 360 дней (12 месяцев по 30 дней в каждом). В этом случае говорят, что вычисляют обыкновенный или коммерческий процент. В отличие от него точный процент получают, когда за базу берут действительное число дней в году: 365 или 366.
Определение числа дней пользования ссудой также может быть точным или приближенным. В первом случае вычисляют фактическое число дней между двумя датами, во втором - продолжительность ссуды определяется числом месяцев и дней ссуды, приближенно считая все месяцы равными, содержащими по 30 дней. В обоих случаях дата выдачи и дата погашения долга считается за один день.
   Комбинируя различные варианты временной базы и методов подсчета дней ссуды, получаем три варианта расчета процентов, применяемые в практике:
   а) точные проценты с точным числом дней ссуды (схема 365/365, британская практика); этот вариант дает самые точные результаты;
   б) обыкновенные проценты с точным числом дней ссуды (схема 365/360, французская практика); этот метод, иногда называемый банковским, распространен в ссудных операциях коммерческих банков; он дает несколько больший результат, чем предыдущий;
   в) обыкновенные проценты с приближенным числом дней ссуды (схема 360/360, германская практика); такой метод применяется, когда не требуется большой точности, например при промежуточных расчетах.
   Вариант расчета с точными процентами и приближенным измерением времени ссуды не применяется.

2.3. Простые переменные ставки.
 Как указывалось ранее, при заключении кредитного соглашения может быть установлена постоянная на весь период процентная ставка или изменяющаяся (переменная) процентная ставка.

   При установлении переменной процентной ставки, т.е. дискретно изменяющейся во времени ставке, наращенная сумма определяется по формуле: 
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где 
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- ставка простых процентов в периоде t; 
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- продолжительность начисления ставки 
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; m - число периодов начисления процентов.

2.4. Реинвестирование по простым процентам. 
Наряду с рассмотренным методом процентных начислений иногда прибегают к начислению процентов на уже наращенные в предыдущем периоде суммы, т.е. происходит многоразовое наращение, именуемое реинвестированием или капитализацией процентного дохода.

   В этом случае итоговая наращенная сумма определяется по формуле:
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где 
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- продолжительность периодов наращения; 
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- процентные ставки, по которым производится реинвестирование.

2.5. Дисконтирование и учет по простым ставкам. 
В практике часто приходится решать задачу обратную наращению процентов, когда по заданной сумме S (величина получаемого кредита), соответствующей концу  финансовой операции, требуется найти исходную сумму P (сумма, получаемая заемщиком в начале периода начисления процентов). Расчет P по S называется дисконтированием суммы S. Величину P, найденную дисконтированием, называют современной величиной (текущей стоимостью) суммы S. Проценты в виде разности D = S - P называются дисконтом или скидкой. Процесс начисления и удержания процентов вперед (в виде дисконта) называют учетом. Дисконт как скидка с конечной суммы долга может определяться через процентную ставку или в виде абсолютной величины.
Таким образом, в практике используются два принципа расчета процентов: (1) путем наращения суммы ссуды и (2) устанавливая скидку с конечной суммы долга.
В большинстве случаев фактор времени учитывается в финансовых контрактах именно с помощью дисконтирования. Величина P эквивалентна сумме S в том смысле, что через определенный период времени и при заданной ставке процентов она в результате наращения станет равной S. Поэтому операцию дисконтирования называют также приведением. Но понятие приведения шире, чем дисконтирование. Приведение - это определение любой стоимостной величины на некоторый момент времени. Если некоторая сумма приводится к более ранней дате, чем текущая, то применяется дисконтирование, если же речь идет о более поздней дате, то - наращение. Известны два вида дисконтирования: математическое дисконтирование и банковский (коммерческий) учет.
2.5.1. Математическое  дисконтирование.
 Этот  вид  дисконтирования представляет собой решение задачи, обратной наращению первоначальной ссуды. Если в прямой задаче   

   





S=P(1+ni),

 то в обратной задаче
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   Дробь в правой части равенства при величине S называется дисконтным множителем. Этот множитель показывает, какую долю составляет первоначальная сумма ссуды в окончательной величине долга. Дисконт суммы S равен

 





D = S - P. 




(6)

2.5.2. Банковский или коммерческий учет.
 Операция учета (учета векселей, вексель – письменное обязательство, дающее его владельцу право требовать с должника уплаты указанной в нем суммы по истечении указанного в нем срока) заключается в том, что банк до наступления срока платежа по векселю или другому платежному обязательству покупает его у владельца (являющегося кредитором) по цене ниже той суммы, которая должна быть выплачена по нему в конце срока, т.е. приобретает (учитывает) его с дисконтом. Для расчета процентов при учете векселей применяется учетная ставка, которую обозначают символом d. По определению, простая годовая учетная ставка находится как 
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Размер дисконта или учета, удерживаемого банком, равен
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откуда 
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(9)                                     Множитель 
[image: image18.wmf](
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 называется дисконтным множителем.  Срок п измеряет период времени от момента учета векселя до даты его погашения в годах. Дисконтирование по учетной ставке производится чаще всего при условии, что год равен 360 дням.

2.6. Наращение по учетной ставке.
 Учетная ставка может использоваться для наращения, т.е. для расчета S по Р. В этом случае из формулы (9) следует, что
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2.7. Совмещение начисления процентов по ставке наращения и дисконтирования по учетной ставке. 
В том случае, когда учету подлежит долговое обязательство, предусматривающее начисление простых процентов на первоначальную сумму долга, необходимо решить две задачи: (1) определить конечную сумму долга на момент его погашения; (2) рассчитать сумму, получаемую при учете, путем дисконтирования конечной суммы долга, применяя учетную ставку, действующую в момент учета. Решение двух этих задач можно записать в виде одной формулы, содержащей наращение по ставке простых процентов, фигурирующей в долговом обязательстве, и дисконтирование по учетной ставке: 
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где 
[image: image21.wmf]1
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 - первоначальная сумма ссуды, 
[image: image22.wmf]2
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 - сумма, получаемая при учете обязательства, 
[image: image23.wmf]1
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 - общий срок платежного обязательства, в течение которого начисляются проценты, 
[image: image24.wmf]2

n

 - срок от момента учета до погашения долга.
   Пример 1.  Платежное обязательство уплатить через 100 дней 2 млн. руб. с процентами, начисляемыми по ставке простых процентов i=20% годовых, было учтено за 40 дней до срока погашения по учетной ставке d=15%. Требуется определить сумму, получаемую при учете.
Решение.
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   Отметим, что при наращении здесь использовалась временная база 365 дней, а при дисконтировании - 360. 

2.8. Определение сроков ссуды, величин простых процентных и учетных ставок.
 2.8.1. Определение сроков ссуды. 
В процессе подготовки кредитного договора, когда согласованы его основные параметры (сумма погашения долга S, процентная ставка i или учетная ставка d, величина ссуды P), срок погашения ссуды определяется по формуле:
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где n - срок ссуды в годах.
Для определения срока ссуды в днях следует воспользоваться формулой:
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 где K=360 или 365(366) дней.

Определение срока ссуды при использовании учетной ставки производится по формуле:
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где n - срок ссуды в годах.

   В случае, когда срок ссуды необходимо определить в днях, расчет производится по формуле:
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где t - число дней ссуды.

2.8.2. Определение уровня простой процентной и учетной ставок по остальным параметрам сделки производится следующим образом:


ставка процентов
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учетная ставка   
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 где К=360 или 365(366) дней.


3. Сложные проценты.

В средне- и долгосрочных финансово-кредитных операциях, если проценты не выплачиваются периодически сразу после их начисления за прошедший интервал времени, а присоединяются к сумме долга, применяют сложные проценты. База для начисления сложных процентов в отличие от простых не остается постоянной - она увеличивается с каждым шагом во времени. Абсолютная сумма начисляемых процентов возрастает, и процесс увеличения суммы долга происходит с ускорением. Он описывается геометрической прогрессией. Присоединение начисленных процентов к сумме, которая послужила базой для их начисления, часто называют капитализацией процентов.

3.1 Формула наращения по сложным процентам.
 Пусть P - первоначальная сумма долга (ссуды, кредита, капитала и т.д.); S - наращенная сумма на конец срока ссуды; n -срок ссуды, число лет наращения; i - годовая ставка сложных процентов (десятичная дробь).



В конце первого года проценты равны величине Pi, а наращенная сумма составит Р + Pi = P(l+i). К концу второго года она достигнет величины P(l+i) + P(l+i)i = P(l+i)2 и  т.д. В конце n-го года наращенная сумма будет равна
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Замечание. Рост по сложным процентам представляет собой процесс, соответствующий геометрической прогрессии: 
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; последний член прогрессии равен наращенной сумме в конце срока ссуды.
Проценты за этот же срок в целом таковы 
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. Часть из них  получена за счет начисления процентов на проценты.  Она составляет
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Величину 
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 называют также сложным декурсивным коэффициентом, а величину 
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- множителем наращения по сложным процентам.
Время при наращении по сложной ставке обычно измеряется как 365/365.
3.2. Переменные ставки. 
Формула (11) предполагает постоянную ставку на протяжении всего срока начисления процентов. Нестабильность экономической ситуации вынуждает банки использовать в кредитных сделках изменяющиеся во времени, но заранее фиксированные для каждого периода став​ки сложных процентов. В этом случае наращенная сумма может быть определена по формуле
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где 
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- последовательные значения ставок процентов; 
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- периоды, в течение которых используются соответствующие ставки.
Наряду с изменяющимися процентными ставками могут использоваться «плавающие» ставки, т.е. ставки, рост которых «привязывается» к темпам инфляции или какому-либо другому показателю, например ставкам рефинансирования, уста​навливаемым Центральным банком страны. Естественно, что в этом случае невоз​можно заранее рассчитать наращенную сумму.
3.3. Формула удвоения суммы. 
В целях оценки своих перспектив кредитор или должник может задаться вопросом: через сколько лет сумма ссуды возрастет в N раз при дан​ной процентной ставке?
Чтобы первоначальная сумма P увеличилась в N раз, необходимо, чтобы коэффи​циенты наращения были равны величине N, т.е.
а) для простых процентов 
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б) для сложных процентов 
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Наиболее часто решается задача по определению времени, необходимого для уд​воения первоначального капитала, т.е. N = 2. Тогда
а) при удвоении по простым процентам 
[image: image45.wmf]i
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б) при удвоении по сложным процентам 
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В случае отсутствия калькулятора или таблицы логарифмов время, необходимое для удвоения первоначального капитала по сложным процентам, можно определить приблизительно на основании выражения 
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3.4. Начисление процентов при дробном числе лет. 
Нередко срок финансовой сделки вы​ражен дробным числом. В подобных случаях начисление процентов может выпол​няться двумя методами:
а) по формуле сложных процентов (общий метод) 
[image: image48.wmf](
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б) смешанным методом  
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;
в) в ряде коммерческих банков применяется правило, в соответствии с которым за отрезки времени меньше периода начисления проценты не начисляются, т.е.
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где n = а + b - период сделки (срок ссуды), а - целое число лет, b - дробная часть года. При n = b <1, т.е. при общем сроке менее года, наращенная сумма по смешанному методу больше, т.к. 
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Пример 2. Клиент внес в банк 2,5 тыс. руб. под 9,5% годовых. Через 2 года и 270 дней он изъял вклад. Определить полученную им сумму при использовании банком сложных процентов и смешанного метода.
Решение.
а) S = 2,5 
[image: image52.wmf]*

 (1 + 0,095)2+270/365 = 3,2057 тыс. руб.;
б) S = 2,5 
[image: image53.wmf]*

 1,0952 
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 EMBED Equation.3  [image: image55.wmf]÷
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3.5. Номинальная и эффективная ставки процентов.
3.5.1. Номинальная ставка.
 В контрактах на получение кредитов, в депозитных договорах условиями часто предусматривается капитализация процентов несколько раз в году - по полугодиям, кварталам, ежемясячно. Некоторые зарубежные коммерческие банки практикуют даже ежедневное начисление процентов. В подобных случаях для расчета наращенной суммы можно использовать формулу (11), в которой величина n будет означать общее число периодов капитализации процентов, а ставка i - процентную ставку за соответствующий период. Например, если кредит выдан на 2 года с поквар​тальным начислением процентов по ставке i=5%, то множитель наращения будет равен 
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Однако на практике указывается не квартальная или месячная процентная ставка, а годовая ставка, которая называется номинальной. Кроме того, указывается число периодов (m) начисления процен​тов в году. Тогда для начисления процентов m раз в году используется формула:
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(13)
где j - номинальная годовая процентная ставка; m - число периодов начисления про​центов в году; N - число периодов начисления процентов за весь срок контракта: N = n*m, где n - число лет.
Если срок ссуды измеряется дробным числом лет, а начисление процентов производится m раз в го​ду, то наращенная сумма может быть определена или по общей формуле (11), или по смешанному ме​тоду. В последнем случае наращенная сумма определяется по формуле:
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где 
[image: image59.wmf]l
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 - число полных периодов начисления процентов; 
[image: image60.wmf]a

 - дробная часть одного пе​риода начисления процентов.
Пример 3. На сумму 600 тыс. руб. ежеквартально по ставке 12% годовых начисляются сложные проценты в течение 14 месяцев. Определить величину наращенной суммы двумя методами.
Решение. Общее число периодов начисления процентов составит 
[image: image61.wmf].
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а) 
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б) 
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3.5.2. Эффективная ставка.
 Эта ставка измеряет тот реальный относительный доход, который полу​чает кредитор в целом за год. Иначе говоря, она отвечает - на вопрос: какую годовую ставку сложных процентов необходимо установить, чтобы получить такой же финансовый результат, как и при m-разовом начислении процентов в году по ставке j/m.
Обозначим эффективную ставку через 
[image: image64.wmf]э
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. Равенство наращенных сумм будет обес​печено в том случае, если равны первоначальные суммы P, периоды наращения n и множители наращения, т.е.
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Из этого же выражения следует, что
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Эффективная ставка при m >1 больше номинальной. 

Замена в договоре номинальной ставки j при m-разовом начислении процентов на эффективную ставку 
[image: image67.wmf]э
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не изменяет финансовых обязательств участвующих сторон. Обе ставки эквивалентны в финансовом отношении. Отсюда следует, что разные по величине номинальные ставки оказываются эквивалентными, если соответствующие им эффективные ставки имеют одну величину.
В рекламном море предложений различных банков по кредитным операциям со сложными процентами можно ориентироваться, если пересчитать их на эффектив​ную годовую ставку.
Пример 4. Три коммерческих банка предложили возможным клиентам следующие условия: пер​вый банк предлагает на валютные вклады простые проценты из расчета 35% годовых, второй - по номинальной ставке 30% при ежемесячном начислении процентов, третий - по номинальной ставке 32% и поквартальном начислении процентов. В какой банк клиенту выгоднее вкладывать деньги?
Решение.
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3.6. Учет (дисконтирование) по сложной ставке процентов.
При изучении простых процентов рассматривали математическое дисконтиро​вание и банковский (коммерческий) учет. Первое заключалось в определении P по значению S при заданной ставке процента, второе - при заданной учетной ставке.
3.6.1. Математический учет.
 В этом случае решается задача обратная наращению по сложным процентам: из выражения 
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  найдем значение P: 
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где  
[image: image71.wmf](

)

n

n

i

-

+

=

1

n

 - учетный или дисконтный множитель. При начислении процентов m раз в году получим:
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Величину P, полученную дисконтированием S, называют современной или текущей стоимостью или приведенной величиной S. Суммы P и S эквивалентны в том смысле, что платеж в сумме S через n лет равноценен сумме Р, выплачиваемой в настоящий момент.
Разность S - P , в случае, когда Р определено дисконтированием, называют дискон​том:
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3.6.2. Банковский учет.
 В практике учетных операций иногда применяют сложную учет​ную ставку. В этих случаях процесс дисконтирования происходит с замедлением, так как каждый раз учетная ставка применяется не к первоначальной сумме (как при простой учетной ставке), а к сумме, дисконтированной на предыдущем шаге во вре​мени. Дисконтирование по сложной учетной ставке осуществляется по формуле
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где dc - сложная годовая учетная ставка.
Дисконт в этом случае равен 
[image: image75.wmf](
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3.7. Номинальная и эффективная учетные ставки процентов.
3.7.1. Номинальная учетная ставка.
 В тех случаях, когда дисконтирование применяют m раз в году, используют номинальную учетную ставку f. Тогда в каждом периоде, рав​ном 
[image: image76.wmf]m

1

 части года, дисконтирование осуществляется по сложной учетной ставке 
[image: image77.wmf]m

f

. Процесс дисконтирования по этой сложной учетной ставке m раз в году описывается формулой:
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где f- номинальная учетная ставка, N = 
[image: image79.wmf]n
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 - общее число периодов дисконтирования. 
3.7.2. Эффективная учетная ставка.
 Под эффективной учетной ставкой понимают слож​ную годовую учетную ставку, эквивалентную (по финансовым результатам) номи​нальной, применяемой при заданном числе дисконтирований в году m. Определим ее на основе равенства дисконтных множителей: 
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В свою очередь 
[image: image81.wmf](

)

m

c

d

m

f

-

-

=

1

1


Эффективная учетная ставка во всех случаях, когда m >1, меньше номинальной.
3.8. Наращение по сложной учетной ставке. 
Иногда наращенную сумму получают и с помощью сложной учетной ставки. Из формул (19) и (20) следует:
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3.9. Непрерывные проценты.
Начисление процентов на первоначальный капитал, или дисконтирование нара​щенных сумм, может производиться так часто, что этот процесс можно рассматри​вать как непрерывный. В этом случае используются непрерывные проценты. Суть непрерывных процентов заключается в том, что количество периодов наращения или дисконтирования стремится к бесконечности, а временной интервал между периода​ми - к нулю.
Непрерывные проценты используются при обосновании и выборе инвестиционных проектов, при количественном финансово-экономическом анализе сложных хозяйст​венных процессов.
Непрерывное наращение процентов производится с помощью особого вида про​центной ставки, именуемой силой роста. Сила роста есть относительный прирост на​ращенной суммы в бесконечно малом промежутке времени, т.е.
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Сила роста может быть постоянной или переменной
Постоянная сила роста.
 Как было показано выше, при дискретном начислении процентов m раз в году по номинальной ставке j наращенная сумма находится как
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Чем больше m, тем меньше промежуток между моментами начисления процентов, в пределе при 
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Если ставку непрерывных процентов (силу роста) обозначить через 
[image: image88.wmf]d

, то величину наращенной суммы запишем в следующем виде:
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Сила роста 
[image: image90.wmf]d

 представляет собой номинальную ставку процентов при 
[image: image91.wmf]¥
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. Дисконтирование (математическое) на основе непрерывных процентных ставок осуществляется по формуле
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3.10. Связь дискретных и непрерывных процентов.
Дискретные и непрерывные процентные ставки находятся в функциональной зависимости, благодаря которой можно осуществить переход от расчета непрерывных процентов к дискретным и наоборот. Формулу эквивалентного перехода от одних ставок к другим можно получить путем приравнивания соответствующих множителей наращения
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Следовательно
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Пример 5. На первоначальный капитал в сумме 500 тыс. руб. начисляются сложные проценты - 8% годовых в течение 4 лет. Определить наращенную сумму, если начисление процентов производится непрерывно.
Решение.
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3.11. Определение срока ссуды и размера процентной ставки.
В ряде практических задач начальная (Р) и конечная (S) суммы заданы контрактом, и требуется определить либо срок платежа, либо процентную ставку, которая в дан​ном случае может служить мерой сравнения с рыночными показателями и характери​стикой доходности операции для кредитора. Указанные величины нетрудно найти из исходных формул наращения или дисконтирования. По сути дела, в обоих случаях решается в известном смысле обратная задача.
3.11.1 Срок ссуды.
Рассмотрим задачу расчета срока ссуды для различных ставок:
а) при наращении по сложной годовой ставке i:
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б) при наращении по номинальной ставке процентов m раз в году:
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в) при дисконтировании по сложной учетной ставке dc :
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г) при дисконтировании по номинальной учетной ставке m раз в году:
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д) при наращении по постоянной силе роста:
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3.11.2 Расчет процентных ставок.
 Из тех же исходных формул, что и выше, получим вы​ражения для процентных ставок.
а) при наращении по сложной годовой ставке i:
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б) при наращении по номинальной ставке процентов m раз в году:
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в) при дисконтировании по сложной учетной ставке dc:
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г) при дисконтировании по номинальной учетной ставке m раз в году:
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д) при наращении по постоянной силе роста:
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4. Влияние инфляции и налогооблажения на ставку процента.
В рассмотренных выше методах определения наращенной суммы не учитывались такие важные моменты, как налоги и инфляция. Рассмотрим эту проблему.
4.1. Основные понятия. 
Инфляция - это обесценивание денег (национальной валюты), обусловленное чрезмерным увеличением выпущенной в обращение массы бумажных денег и безналичных выплат по сравнению с реальным предложением платных товаров и услуг.
Обратный процесс - дефляция - изъятие из обращения части избыточной денежной массы, комплекс мер по сдерживанию или уменьшению инфляции. Дефляция - это процесс уменьшения цен. Процесс дефляции характерен для случая, когда экономика находится в состоянии глубокого кризиса.
Проявляется инфляция в росте цен на товары и, как следствие, снижение покупательской способности денег. На одни товары цены могут расти, на другие - уменьшаться, но если наблюдается устойчивая тенденция массового повышения цен, то это уже инфляция.
Изменение цен на товары и услуги определяется при помощи индекса цен. Индекс цен численно равен отношению цен на товары, услуги или работы в один период времени к ценам этих же товаров, услуг или работ в другой период времени.
Индивидуальный индекс цен относится к определенному виду товара, услуги и равен:
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где 
[image: image108.wmf]1

P

 - цена товара в данный период, 
[image: image109.wmf]0
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 - цена того же товара в период, принятый за базисный.



Агрегатный индекс цен 
[image: image110.wmf]p

J

 численно равен отношению цены группы товаров (услуг) за данный период к цене той же группы товаров (услуг) в базисном периоде.
Индекс цен на потребительские и промышленные товары регулярно публикуется.
Коэффициент падения покупательской способности (индекс покупательской способности - 
[image: image111.wmf]пок

J

) денег определяется как величина, обратная индексу цен (
[image: image112.wmf]p
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Пусть, например, сегодня 1кг какого-нибудь продукта стоит 1000 руб., а завтра его цена составит 1250 руб. В этом случае индивидуальный индекс цены на это продукт будет равен 
[image: image114.wmf]p

j

 =1250/1000 = 1,25, т.е. цена возросла на 25%. Следовательно, этого же продукта на 1000 руб. по новой цене можно приобре​сти 1000/1250=0,8 кг, т.е. 
[image: image115.wmf]пок

j

 = 1/1,25 = 0,8.
Индекс цен показывает во сколько раз выросли цены за указанный промежуток времени.
В рассмотренных выше методах наращения все денежные величины измерялись по номиналу. Иначе говоря, не принималось во внимание сни​жение реальной покупательской способности денег за период, охватываемый операцией. Однако в современных условиях инфляция в денежных отношениях играет заметную роль, и без ее учета конечные результаты часто представляют собой условную величину.
Инфляцию необходимо учитывать, по крайней мере в двух случаях: при расчете наращенной суммы денег и при измерении реальной эффективности (доходности) финансовой операции.
4.2. Наращение по простым процентам. 
Если наращенная за n лет сумма денег составляет S (наращенная сумма денег, измеренная но номиналу), а индекс цен равен Jр, то реально наращенная сумма денег (С), с учетом их покупательской способности, равна
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Нетрудно связать индекс цен и темп инфляции. Под темпом инфляции h понимается относительный прирост цен за период; обычно он измеряется в процентах и определяется как
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Если темп инфляции за период равен 30%, то это означает, что цены выросли в 1,3 раза.
Инфляция является цепным процессом. Следовательно, индекс цен за несколько периодов равен произведению цепных индексов цен:
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где ht - темп инфляции в периоде t.
Если h - постоянный ожидаемый (или прогнозируемый) темп инфляции за один период, то за n таких периодов получим
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(32)
Замечание. Грубейшей ошибкой, которая, к сожалению, встречается в рос​сийской практике, является суммирование темпов инфляции отдельных перио​дов для получения обобщающего показателя инфляции за весь срок,  что су​щественно занижает величину получаемого показателя.
Пример 6. Постоянный темп инфляции на уровне 5% в месяц приводит к росту цен за год в размере Jр = 1,0512 = 1,796
Т. о., действительный годовой темп инфляции равен 79,6%, а не 60% как при суммировании.
Продолжим пример. Пусть приросты цен по месяцам составили: 1,5; 1,2 и 0,5%. Индекс цен за три месяца согласно (31) равен
Jp =1,015x1,012x1,005 = 1,0323.
Темп инфляции за три месяца 3,23%.
Если наращение производится по простой ставке в течение n лет, то реальное наращение при темпе инфляции h составит
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4.3. Наращение по сложным процентам.
 Наращенная сумма с учетом инфляцион​ного обесценивания находится как
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(34)
Величины, на которые умножаются P в формулах (33) и (34), представляют со​бой множители наращения, учитывающие ожидаемый уровень инфляции. Из (34) видно, что если среднегодовой темп инфляции равен процентной ставке, то роста реальной суммы не произойдет - наращение будет поглощаться инфля​цией, и следовательно, С = Р. Если h/100>i, то наблюдается «эрозия» капитала - его реальная сумма будет меньше первоначальной. Если h/100<i, то происхо​дит реальный рост, реальное накопление.

При начислении простых процентов ставка, компенсирующая влияние инфляции, соответствует величине






[image: image122.wmf]n

J

i

p

1

-

=

¢


Ставку, превышающую критическое значение 
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(при начислении сложных процентов 
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), называют положительной ставкой процента (барьерная ставка).
4.4. Компенсация потерь от снижения покупательской способности денег.
 Вла​дельцы денег, разумеется, не могут смириться с их инфляционным обесценени​ем и предпринимают различные попытки компенсации потерь. Наиболее рас​пространенной является корректировка ставки процента, по которой произ​водится наращение, т.е. увеличение ставки на величину так называемой инфля​ционной премии. Скорректированная таким образом ставка называется брутто-ставкой (обозначается символом г).

4.4.1. Простые проценты. 
 Брутто-ставка находится из равенства скорректированного на инфляцию множителя наращения по брутто-ставке множителю наращения по реальной ставке процента
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Именно под такую ставку простых процентов нужно положить первоначальную сумму на срок n, чтобы при уровне инфляции h за рассматриваемый период обеспечить реальную доходность в виде годовой простой ставки i. Если n = 1, то 
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- формула Фишера, 
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- инфляционная премия.

4.4.2. Сложные проценты.  
 Считая, что годовой темп инфляции равен h, можем на​писать равенство соответствующих множителей наращения
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где i - реальная ставка. Т.е. инфляционная премия равна h/100+ih/100.
Замечание. При больших темпах инфляции корректировка ставки имеет смысл только для кратко- или в крайнем случае среднесрочных операций.
4.5. Измерение реальной ставки процента.
 На практике приходится решать и обратную задачу - находить реальную ставку процента в условиях инфляции. Из тех же соотношений между множителями наращения нетрудно вывести формулы, определяющие реальную ставку i no заданной (или объявленной) брут​то-ставке г.
При начислении простых процентов годовая реальная ставка процентов равна
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Формула реальной доходности в виде годовой простой ставки процентов для случая, когда первоначальная сумма была инвестирована под простую ставку процентов r на срок n при уровне инфляции h за рассматриваемый период.

При начислении сложных процентов реальная ставка процентов определяет​ся следующим выражением:
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4.6. Учет налогов.
В ряде стран проценты, получаемые кредитором или вкладчиком, облагаются налогом, что, естественно, уменьшает величину реально получаемой нара​щенной суммы и доходность депозитной операции.
Обозначим наращенную сумму до уплаты налогов, как и раньше, через S, а после уплаты через С. Пусть ставка налога на проценты равна q.
Тогда при начислении простых процентов получаем, что сумма налога равна 
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Это выражение означает, что при начислении простых процентов учет налога сводится к соответствующему сокращению процентной ставки: для получе​ния реального наращения следует вместо ставки i применять ставку 
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При начислении налога на сложные проценты, применяемые обычно в среднесрочных и долгосрочных операциях, возможны два варианта расчета: опре​деление налога за весь срок сразу, и расчет процентов за каждый год в отдель​ности. Первый вариант удобен, когда налоговая ставка в пределах облагае​мого налогом периода, остается неизменной. Второй оказывается единственно возможным, когда налоговая ставка из года в год меняется.
В первом варианте расчета сумма налога за весь срок равна
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а наращенная сумма после выплаты налога
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Во втором варианте сумма налога рассчитывается за каждый истекший год. Поскольку речь идет о сложных процентах, ясно, что сумма процентов будет из года в год возрастать, соответственно будет изменяться и сумма налога.
Обозначим сумму налога за год t через Gt. Ее можно найти с помощью следующего рекуррентного выражения:
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За весь срок сумма налогов равна полученной выше величине (39)
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Иначе говоря, метод взыскания налога не влияет на общую его сумму. Однако, для плательщика налога далеко небезразлично, когда он его выплачивает.
Пример 7. Пусть ставка налога на проценты равна 10%. Процентная ставка -30% годовых, срок начисления процентов - 3 года. Первоначальная сумма ссуды 1 млн. руб. Определить размеры налога на проценты при начислении про​стых и сложных процентов.
Решение. При начислении простых процентов за весь срок получим следующие размеры наращенной суммы:
1900 тыс. руб. без уплаты налога
С=1000
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 = 1810 тыс. руб. с учетом выплаты налога.
 Начислим теперь сложные проценты:
2197 тыс. руб. без уплаты налога
С=1000[(1-0,1)(1+0,3)3 + 0,1] = 2077,3 тыс. руб. с учетом его выплаты за весь срок сразу.
Сумма налога равна 119,7 тыс. руб.
При последовательной выплате налога:
за первый год выплачивается 1000 * 0,1 * 0,3 = 30 тыс. руб.
Налог за второй год 1000* 1,3 * 0,3* 0,1 =39. 
За третий год 1000 * 1,32 *0,3 * 0,1 = 50,7. 
Общая сумма налога равна 119,7 тыс. руб.
5. Эквивалентность процентных ставок
При заключении финансовых контрактов каждый участник сделки стремится за​ключить контракт на наиболее выгодных для себя условиях. Условия контракта мо​гут быть различными, и надо иметь возможность сравнивать контракты. При этом различные контракты могут предусматривать различные виды начисления процен​тов, и для сравнения таких контрактов надо разработать способы приведения раз​личных процентных ставок к одному виду. Для этой цели вводятся понятия: эквива​лентность процентных ставок и эффективная процентная ставка.
Выше познакомились с семью видами процентных ставок, применяемых в финансо​вых расчетах: простые и сложные проценты, начисляемые один раз в год (обозначим их 
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 и  
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); годовая ставка 
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, по которой m раз в год начисляется 
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 сложных про​центов; ставка непрерывных процентов (сила роста 
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); простая и сложная учетные ставки 
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 и dc и учетная ставка 
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, начисляемая m раз в году. Напомним формулы для вычисления наращенной суммы S для всех семи видов процентных ставок:
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(48)
В этих формулах n есть число лет (оно может быть дробным).
Две процентные ставки называют эквивалентными, если применение их к одинако​вым суммам в течение одинаковых промежутков времени дает одинаковые наращен​ные суммы. При сравнении двух ставок из разных классов для одной из них находят эквивалентную ей ставку из другого класса и проводят сравнение двух ставок из одного класса.
Приравнивая правые части каких-либо двух из приведенных выше семи формул и выражая из этого равенства одну процентную ставку через другую, мы получаем ус​ловие эквивалентности соответствующих процентных ставок за n лет. Таких равенств можно составить 21 и, следовательно, получить 42 выражения одной из процентных ставок через эквивалентную ей другую процентную ставку (табл. 1).

5.1. Эквивалентность простых и сложных процентных ставок при начислении процентов один раз в год.

Приравнивая правые части формул  (42) и (43), получим уравнение:
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решая которое относительно 
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, получим условия эквивалентности этих ставок:
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Эквивалентные зависимости между различными видами процентных ставок 
	Виды ставок 
	Простые проценты 
	Сложные проценты 
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	Сложные проценты 
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5.2. Эквивалентность простой ставки процентов и учетной ставки.

Приравнивая правые части формул (42) и (46), получим уравнение:





[image: image215.wmf](

)

nd

P

ni

P

-

=

+

1

1

,

решая которое относительно 
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, получим условия эквивалентности этих ставок:
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В случае, когда срок ссуды меньше года 
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Следовательно, эквивалентность определяется для двух вариантов: когда временные базы 
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При равенстве временных баз формулы эквивалентности принимают вид:
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Если же начисление процентов по ставке 
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 производится при 
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дней, то формулы эквивалентности принимают вид:
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5.3. Эффективная процентная ставка. 
Эффективной процентной ставкой, соответствующей данной процентной ставке, называется ставка сложных процентов 
[image: image232.wmf]э
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, эквивалентная данной процентной ставке и не зависящая от срока применения этой ставки.
Эффективные процентные ставки существуют только для ставок 
[image: image233.wmf]f
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. Вычисление эффективной процентной ставки применяется для определения реальной доходности финансовой операции. Эта доходность определяется соответствующей эффективной процентной ставкой.
6. Финансовые ренты.

6.1. Основные понятия.
Ранее рассмотрели случаи, когда начисление процентов или дисконтирование производилось по отношению к одноразовому вкладу (депозиту) или ссуде.
Между тем оплата по заключенным сделкам может предусматривать как разовый платеж, так и ряд выплат, распределенных во времени. Погашение среднесрочной и долгосрочной банковской задолженно​сти, коммерческого кредита, инвестирование средств в различные программы, создание денежных фондов целевого назначения и т.п. в большинстве случаев предусматривает выплаты, производимые через опре​деленные промежутки времени. При этом возникает ряд последовательных платежей, которые именуют потоком платежей.
Ряд последовательных фиксированных платежей, производимых через равные промежутки времени, называются финансовой рентой или аннуитетом.
Финансовая рента (далее - рента) может быть охарактеризована рядом параметров:
- член ренты - величина каждого отдельного платежа;
- период ренты - временной интервал между двумя платежами;
- срок ренты - время от начала реализации ренты до момента начисления последнего платежа;
- процентная ставка - ставка, используемая для расчета наращения или дисконтирования платежей, составляющих ренту.
Кроме перечисленных параметров рента характеризуется: количеством платежей в течение года, частотой начисления процентов (т.е. количеством периодов в году, когда начисляются проценты), момен​том производства платежей (в начале, в середине или в конце года) и др.
На практике используются различные виды финансовых рент.
Ренты, по которым платежи производятся раз в год, называются годовыми. При производстве пла​тежей несколько раз в году (р раз) ренты называются р-срочными. Кроме того, встречаются ренты, у кото​рых период между платежами может превышать год. Все перечисленные ренты называются дискретными.
Наряду с дискретными встречаются ренты, у которых платежи производятся так часто, что их мож​но рассматривать как непрерывные. Они так и называются - «непрерывные ренты».
В зависимости от частоты начисления процентов различают ренты с начислением процентов один раз в год, несколько раз в году (m раз) и непрерывным начислением.
С точки зрения стабильности размера платежей ренты подразделяются на постоянные (платежи - члены ренты - равны между собой ) и переменные.
Рента, выплата которой не ограничена какими-либо условиями, называется верной. Рента, выплата которой обусловлена наступлением какого-либо события, называется условной. При​мером условной ренты могут служить страховые взносы, вносимые до наступления страхового случая.
Ренты могут иметь конечное число членов (ограниченные ренты) и быть с бесконечным числом чле​нов (вечные ренты). Так, например, правительствами ряда стран выпускаются облигационные займы без ограничения срока погашения. Доходы по этим облигациям, выплачиваемые через определенные промежут​ки времени, являются членами вечной ренты.
По моменту , с которого начинается реализация рентных платежей, ренты делятся на немедленные , когда платежи производятся сражу же после заключения контракта, и отложенные (отсроченные ), срок реализации которых откладывается на указанное в контракте время.
По моменту выплат членов ренты последние подразделяются на обычные (постнумерандо), в кото​рых платежи производятся в конце соответствующих периодов (года, полугодия и т.д.), и пренумерандо, в которых платежи осуществляются в начале этих периодов. Встречаются также ренты, в которых преду​сматривается поступление платежей в середине периода.
Обобщающими показателями ренты являются:
- наращенная сумма;

- современная (приведенная) величина.
Наращенная сумма - сумма всех членов потока платежей с начисленными на них процентами на ко​нец срока, т.е. на дату последней выплаты. Наращенная сумма показывает, какую величину будет представ​лять капитал, вносимый через равные промежутки времени в течение всего срока ренты вместе с начис​ленными процентами.
Современные величина потока платежей - сумма всех его членов, уменьшенная (дисконтированная) на величину процентной ставки на определенный момент времени, совпадающий с началом потока плате​жей или предшествующий ему. Современная величина показывает, какую сумму следовало бы иметь пер​воначально, чтобы разбив ее на равные взносы, на которые бы начислялись установленные проценты в течение срока ренты, можно было бы обеспечить получение наращенной суммы.
Обобщающие характеристики ренты используются в финансовом анализе при заключении различных коммерческих сделок, для планирования погашения задолженности, сравнения эффективности контрактов, имеющих различные условия их реализации.
6.2. Формулы наращенной суммы.

При выводе различных формул, относящихся к расчетам финансовых рент, часто будет использоваться формула суммы n первых членов геометрической прогрессии: 
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6.2.1. Обычная годовая рента.


Пусть в конце каждого года в течение n лет на расчетный счет вносится по R денежных единиц, сложные проценты начисляются один раз в год по ставке i. Изобразим эту ренту на оси времени (рис. 1)

               R            R              R                                               R            R

     0             1              2                                                n-1         n     число лет






Рис. 1

Выведем формулу вычисления наращенной суммы S к моменту n.


Платеж, сделанный в момент n, входит в наращенную сумму без изменений, т.е. в размере R. Сумма, наращенная к моменту n на платеж, сделанный в момент n-1, равна R(1+i). Сумма, наращенная к моменту n на платеж, сделанный в момент n-2, равна 
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 и т.д. Сумма, наращенная к моменту n на платеж, сделанный в момент 2, равна 
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Таким образом, наращенная сумма всей ренты в момент n будет равна:
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Слагаемые этой суммы являются членами геометрической прогрессии, первый член которой 
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, число членов – n. По формуле (53) найдем сумму первых n членов этой геометрической прогрессии:
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где 
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 - коэффициент наращения ренты (коэффициент аккумуляции вкладов).
6.2.2. Годовая рента, начисление процентов m раз в году.

В этом случае платеж R делается один раз в конце каждого года, а проценты начисляются m раз в год. Это означает, что применяется каждый раз ставка 
[image: image244.wmf]m

j

, где 
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 - номинальная ставка процентов.
Найдем наращенную к моменту n ставку такой ренты.

Последний платеж входит в наращенную сумму без изменения. Предпоследний платеж делается за  1 год до момента n и на него начисляются сложные проценты m раз по ставке j, т.е. наращенная на этот платеж сумма в момент n равна 
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. Третий от конца платеж делается за 2 года до момента n,  и наращенная на этот платеж сумма в момент n равна 
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Первый платеж делается за n-1 год до момента n, следовательно, в момент n наращенная на него сумма равна 
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Слагаемые этой суммы являются членами геометрической прогрессии, первый член которой 
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, число членов – n. По формуле (53) найдем сумму первых n членов этой геометрической прогрессии:
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6.2.3. Рента p-срочная, m = 1.
Так называется рента, при которой p раз ежегодно через равные промежутки времени производятся платежи, равные 
[image: image253.wmf]p

R

. На накопленную сумму начисляются сложные проценты по годовой ставке i. 

Всего за n лет сделано np платежей. Выведем формулу, выражающую наращенную к моменту n сумму этой ренты.

Последний платеж входит в наращенную сумму без изменения, т.е. в размере 
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. На предпоследний платеж по годовой ставке i начисляются сложные проценты за период, равный 
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 части года, следовательно, в момент n наращенная на этот платеж сумма будет равна 
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. Сумма, наращенная к моменту n на второй от конца платеж, будет равна 
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 части года.
Наращенная за n лет сумма всей ренты равна:
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где 
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6.2.4. Рента p-срочная.

В этом случае ежегодно p раз производятся платежи через равные промежутки времени. Каждый платеж равен 
[image: image262.wmf]p

R

. Проценты начисляются m раз в году по ставке j, т.е. процент за один период времени равен 
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Выведем формулу, выражающую наращенную к моменту n сумму этой ренты.
На последний платеж проценты не начисляются, и он входит в наращенную сумму без изменения, т.е. в размере 
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. На предпоследний платеж начисляются проценты по ставке j за период равный  
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 части года, и наращенная к моменту n на этот платеж сумма равна 
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. На второй с конца платеж проценты начисляются по ставке j за период, равный  
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 части года и наращенная к моменту n на этот платеж сумма равна 
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6.2.5. Частный случай p-срочной ренты при p = m.

В контрактах часто начисление процентов и поступление платежа совпадают по времени. Таким образом, число платежей p в году и число начислений процентов m совпадают, т.е. p = m. В этом случае формула (57) примет вид:
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6.2.6. Ренты с непрерывным начислением процентов.

Годовая рента. В этом случае сумма R выплачивается один раз в конце года и на выплаченную сумму начисляются непрерывные проценты по ставке (силе роста) 
[image: image273.wmf]d

. Найдем наращенную в момент n сумму этой ренты. Графическое изображение этой ренты такое же, как и на рис. 1.

Последний платеж входит в наращенную в момент n сумму без изменения. Сумма, наращенная в момент n на предпоследний платеж, равна 
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. Сумма, наращенная на второй от конца платеж равна 
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p-срочная рента. В этой ренте p раз в год выплачивается сумма 
[image: image277.wmf]p

R

 и в конце года на все платежи начисляются непрерывные проценты по ставке 
[image: image278.wmf]d

. Наращенная сумма такой ренты будет равна:
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 EMBED Equation.3  [image: image280.wmf]
6.3. Современная ценность финансовой ренты.
Под современной стоимостью потока платежей понимают сумму дисконтированных членов этого потока на некоторый предшествующий момент времени. Современная стоимость потока платежей эквивалентна в финансовом смысле всем платежам, которые охватывает поток. В связи с этим данный показатель находит широкое применение в разнообразных финансовых расчетах: планирование погашения долгосрочных займов, реструктурирование долга, оценка и сравнение эффективности производственных инвестиций и т.п.
6.3.1. Обычная годовая рента.

Рассмотрим ренту, состоящую из n платежей, каждый из которых равен R и делается в конце каждого периода начисления процентов. Если за каждый период начисляются сложные проценты по ставке i, то наращенная сумма этой финансовой ренты равна 
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. Современная ценность ренты равна современной ценности её наращенной суммы, т.е.
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где 
[image: image283.wmf](
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- коэффициент приведения ренты, показывающий, сколько рентных платежей (R) содержится в современной величине; A – современная ценность денег в момент 0.
6.3.2. Рента p-срочная, m = 1.
Наращенная сумма такой ренты равна 
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. Современная ценность ренты равна современной ценности её наращенной суммы, т.е.
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6.3.3. Ренты с начислением процентов m раз в год.

Годовая рента.  Современная величина ренты вычисляется по формуле:
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p-срочная рента. Современная величина ренты вычисляется по формуле:
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Частный случай p-срочной ренты при  p = m. Современная величина ренты вычисляется по формуле:
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6.3.4. Отложенные ренты.

Начало выплат у отложенной (отсроченной) ренты сдвинуто вперед относительно некоторого момента времени. Например, погашение задолженности планируется начать спустя обусловленный срок (льготный период). Ясно, что сдвиг во времени никак не отражается на величине наращенной суммы. Иначе обстоит дело с современной стоимостью ренты.
Пусть рента выплачивается спустя t лет после некоторого начального момента времени. Современная стоимость ренты на начало выплат (современная стоимость немедленной ренты) равна A. Современная стоимость на начало периода отсрочки в t лет равна дисконтированной на этот срок величине современной стоимости немедленной ренты. Для годовой ренты имеем:
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где 
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- современная величина отложенной ренты, 
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- современная величина немедленной ренты, 
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- дисконтный множитель за t лет 
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Пример 8. Строительной фирмой заключен контракт на строительство здания. Согласно контракту заказчик через два года после окончания строительства производит оплату в течение трех лет равными годовыми платежами, производимыми в конце года, в размере 2,5 млн. руб. каждый. Процентная ставка установлена в 10% годовых; проценты начисляются в конце года. Определить выигрыш заказчика, полученный в результате отсрочки платежа на два года.


Решение. 1) Современная величина немедленной ренты:
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       2) Современная величина отложенной ренты:
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       3) Выигрыш заказчика:





6,21725 – 5,138223 = 1,079027 млн. руб.

6.3.5. Вечная рента. 
Вечной рентой называется финансовая рента с бесконечным числом членов. Например, некоторое благотворительное общество положило в банк определенную сумму денег и отчисляет ежегодно проценты от этой суммы в пользу детского дома. Число платежей, которые получит детский дом, не ограничено, эти платежи могут продолжаться как угодно долго, они образуют «вечную» ренту. Ясно, что наращенная сумма вечной ренты, каждый член которой равен положительному числу R, бесконечно велика, и говорить об её величине не имеет смысла. Иначе обстоит дело с современной ценностью вечной ренты. Современной ценностью 
[image: image296.wmf]¥
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вечной ренты является сумма, которую надо вложить в начальный момент под сложные проценты по данной ставке, чтобы в дальнейшем каждый год (или каждый период начисления процентов) можно было получать с этого вклада сумму R.

Современную ценность вечной ренты можно определить как предел современной ценности конечной ренты при неограниченном увеличении числа членов ренты.
Годовая рента с начислением процентов в конце каждого года по ставке сложных процентов, равной i:
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p-срочная рента:
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Если p = m, то 
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6.3.6. Рента пренумерандо.

Пусть R – ежегодные платежи, на которые начисляются проценты в начале каждого года по сложной процентной ставке i, n – срок ренты.

Платеж, сделанный в момент n, даёт наращенную сумму 
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 и т.д. Сумма, наращенная к моменту n на платеж, сделанный в момент 2, равна 
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Таким образом, наращенная сумма всей ренты в момент n будет равна:
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Слагаемые этой суммы являются членами геометрической прогрессии, первый член которой 
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, число членов – n. По формуле (53) найдем сумму первых n членов этой геометрической прогрессии:
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Из сравнения рент постнумерандо (54) и пренумерандо (61) ясно, что все формулы для ренты пренумерандо получаются из формул для ренты постнумерандо подстановкой вместо R величины R(1+i).

Сумма членов ренты пренумерандо больше наращенной суммы ренты постнумерандо в (1+i) раз, поэтому наращенная сумма ренты пренумерандо равна:
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где  S – наращенная сумма ренты постнумерандо.


Для годовой ренты пренумерандо с m-разовым и непрерывным начислением процентов расчет наращенных сумм производится по формулам:
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Для p-срочной ренты:
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Современные величины рент пренумерандо рассчитываются аналогично, т.е. рассчитывается современная величина обыкновенной ренты, которая умножается на соответствующий множитель наращения:
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 и т.д.

7. Погашение кредитов.
7.1. Основные понятия
В банковской практике западных стран среднесрочным считается кредит, выданный на срок от 2 до 5 лет. Кредиты, выданные на срок свыше 5 лет, яв​ляются долгосрочными. Данная градация является достаточно условной и справедлива при стабильной экономике и незначительной инфляции. Расходы, связанные с погашением займа, т.е. погашением основного займа и выплатой процентов по нему, называются расходами по обслуживанию долга или амортизацией займа.
Существуют различные способы погашения задолженности. Участники кре​дитной сделки оговаривают их при заключении контракта. В соответствии с условиями контракта составляется план погашения задолженности. Одним из важнейших элементов плана является определение числа выплат в течение года, т.е. определение числа так называемых срочных уплат и их ве​личины.
Срочные уплаты рассматриваются как средства, предназначенные для пога​шения, как основного долга, так и текущих процентных платежей. При этом средства, направляемые на погашение (амортизацию) основного долга, могут быть равными или изменяющимися по каким-либо законам, а плата за кре​дит, вычисленная по сложным процентам, будет выплачиваться отдельно. Иногда в течение ряда лет выплачиваются только проценты за кредит, а сам долг погашается в оставшееся время в рассрочку, т.е. несколькими платежа​ми, или разовым платежом.
Погашение кредита может также производиться аннуитетами, т. е. платежа​ми, вносимыми через равные промежутки времени и содержащими как вы​плату основного долга, так и процентный платеж за пользование кредитом. Величина аннуитета может быть постоянной, а может изменяться в арифме​тической или геометрической прогрессии.
Величина срочных уплат зависит от величины кредита, его срока, наличия и продолжительности льготного периода, размера процентной ставки и т.п. Однако, как правило, проценты за кредит должны выплачиваться и в льгот​ном периоде.
7.2. Погашение долга равными срочными уплатами.

Условиями кредитного контракта может предусматриваться погашение долга равными срочными уплатами в конце каждого расчетного периода. Каждая срочная уплата (Y) будет являться суммой двух величин: годового расхода по погашению основного долга R и процентного платежа по займу I, т.е.
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В этом случае остаток основного долга и суммы процентных платежей уменьшаются от периода к периоду, годовой расход погашенного основного долга растет, а срочные уплаты будут являться аннуитетами ренты постну-мерандо.
Величина кредита (D) равна сумме всех дисконтированных аннуитетов, т.е. является современной величиной всех срочных уплат.
 Исходя из этого, можно записать:
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где  
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— срочные уплаты; 
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— ставка процентов по займу.
Для удобства записи обозначим 
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(*)
Умножим выражение (*) на величину r:
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(**)

Вычтя из выражения (**) выражение (*), получим:
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Тогда
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Подставив вместо r его значение, получим:
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Величина 
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Пример 9. Банк выдал долгосрочный кредит в сумме 40,0 тыс. долл. на 5 лет под 6% годовых Погашение кредита должно производиться равными ежегодными выплатами в конце каждого года, включающими погашение основного долга и процентные платежи. Начисление про​центов производится раз в году. Составить план погашения займа.

Параметры займа: 
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D

40 тыс. долл., n = 5 лет, i = 0,06, m = 1.
Ежегодная выплата равна:    
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тыс. долл.
Величина процентного платежа за первый год составит:
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Так как 
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, то выплата основного долга определится величиной:
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Тогда остаток основного долга после первого года
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 Процентный платеж во втором году
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 Величина выплаты основного долга во втором году 
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Остаток основного долга после второго года 


[image: image332.wmf]3822

,

25

5218

,

7

940

,

32

3

=

-

=

D


Процентный платеж на эту сумму в третьем году
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 Величина выплаты основного долга в третьем году 
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Остаток основного долга
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Процентный платеж на эту сумму
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Величина выплаты основного долга в четвертом году
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Остаток долга после четвертого года 
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Процентный платеж на эту сумму
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Величина выплаты основного долга 
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План погашения долга представим в виде табл. 1.
ПЛАН ПОГАШЕНИЯ ДОЛГА






табл. 1
	Годы
	Остаток долга D
	Про​центный платеж I
	Годовой расход      по погашению основного долга &
	Годовая срочная
уплата У

	1 2 3 4 5
	40,0000
32,9040
25,3822
17,4091
 8,9576
	2,4000
1,9742
1,5229
1,0445
0,5375
	7,0960 7,5218 7,9731 8,4515 8,9585
	9,4960 9,4960 9,4960 9,4960 9,4960

	Ито​го
	
	7,4791
	40,0000
	47,4791


При погашении займа равными платежами остаток долга с каждой выплатой уменьшается, следовательно, уменьшаются и процентные выплаты. В резуль​тате возрастает от периода к периоду размер платежей, идущих на погашение основного долга (см. табл. 1). Между двумя последовательными выплатами основного долга существует взаимосвязь. Для ее определения возьмем два последовательных расчетных периода 
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а остаток невыплаченного долга соответственно определяется как 
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Однако для определения 
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 необходимо предварительно определить 
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. В пе​риоде (к+1) остаток основного долга  
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, следовательно, срочная уплата в этом периоде может быть записана в виде:
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По условию 
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Отсюда  
[image: image350.wmf](

)

1

+

+

×

-

=

+

×

k

k

k

k

k

R

i

R

D

R

i

D

   
Решив это уравнение относительно 
[image: image351.wmf]1
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,  получим:
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(63)
То есть каждая выплата, произведенная в счет погашения основного долга,
отличается от предыдущей на величину (1 + i).
Зная эту зависимость, можно рассчитать величину выплаты основного долга
в любом расчетном периоде.
,
Так       
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(64)
Зная размер кредита 
[image: image355.wmf]D

 процентную ставку i и срок погашения кредита п, рассчитаем величину первой выплаты погашения основного долга 
[image: image356.wmf]1
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 Величина займа D равна сумме выплат 
[image: image357.wmf]i
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 т.е.
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После некоторых преобразований данного выражения величину 
[image: image359.wmf]1
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можно оп​ределить по формуле:
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Величина 
[image: image361.wmf](
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- называется ставкой погашения.
Размер платежа основного долга в любом периоде 
[image: image362.wmf]k

R

 можно определить не
только по формуле (64), но и другим способом.
Известно, что первая выплата  
[image: image363.wmf]1
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 определяется выражением (65), а величина кредита 
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определяется выражением 
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Подставив это значение D в формулу (65), получим:
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Так как 
[image: image367.wmf](

)

1

1

1

-

+

=

k

k

i

R

R

, то, подставив в это выражение значение 
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, получим:

[image: image369.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

1

1

1

1

1

1

1

1

1

-

-

+

-

-

-

+

-

+

=

Û

+

=

+

×

+

=

k

n

k

k

n

k

n

k

i

i

i

D

R

i

Y

i

i

Y

R



(66)


Используя выражение (66), можно рассчитать для любого периода величину процентного платежа 
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. Так как 
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Подставим в это выражение значение 
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, тогда
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(67)

7.3. Погашение займа равными выплатами основного долга.

В кредитном контракте может быть оговорено условие – производить погашение основного долга равными ежегодными платежами. В этом случае размеры платежей по основному долгу будут равны:
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Остаток основного долга в начале каждого расчетного периода 
[image: image376.wmf]k
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 определяется как 
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где 
[image: image378.wmf]D

 - сумма всего долга, 
[image: image379.wmf]k

- номер расчетного периода.
Величина срочной уплаты в каждом расчетном периоде равна:
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Подставив в (68) значение 
[image: image381.wmf]k
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, получим:
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Величина процентного платежа для 
[image: image383.wmf]k

-го расчетного периода определяется по формуле:
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7.4. Формирование фонда погашения.
Выше рассмотрели случаи погашения займов, когда заемщик осуществлял выплаты непосредственно кредитору. Все займы погашались распределен​ными во времени выплатами, т.е. в рассрочку. Между тем в финансовой практике встре​чаются ситуации, когда кредитный контракт предусматривает выплату займа разовым платежом. В подобных случаях, особенно при значительных размерах кредита, заемщик для своевременного погашения долга предусматривает, как правило, создание погаси​тельного фонда. Погасительный фонд создается путем денежных взносов в банк на специ​альный счет с начислением на них процентов. Размер погасительного фонда (взносы и на​численные проценты) должен обеспечить своевременную выплату кредита. Так же как и при планировании погашения задолженности непосредственно кредитору, при создании погасительного фонда необходимо определить размер срочной уплаты, ко​торая может быть как постоянной, так и переменной.
Рассмотрим планирование фонда с постоянными срочными взносами. Предположим, что создание погасительного фонда производится путем внесения в банк ежегодных взносов R, на которые начисляются проценты по ставке i. Одновременно про​исходит начисление процентов на величину долга по ставке g. При начислении на величи​ну долга простых процентов срочная уплата будет равна;
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где  
[image: image386.wmf]t

Y

- срочная уплата в период t; D— величина долга.
При начислении на величину долга сложных процентов срочная уплата рассчитывается по формуле:
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(72)
где 
[image: image388.wmf]t
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- процентный платеж, исчисленный по сложным процентам.

Величину 
[image: image389.wmf]t
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 для расчетного периода 
[image: image390.wmf]t

 вычисляют по формуле:
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(73)

где 
[image: image392.wmf]n
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; g - процентная ставка, начисляемая на основной долг.
Подставив значение 
[image: image393.wmf]t
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в  (72), получим:
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Так как формирование фонда рассчитано на  N лет, то вносимые платежи образуют ренту с параметрами: R, N, 
[image: image395.wmf]i

, Сумма данной ренты должна быть равна величине основного долга, в силу чего можно записать:
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Подставив значение R в (71), получим:
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(75)
- значение срочной уплаты при начислении на основной долг простых процентов. Величина срочной уплаты при начислении на основной долг сложных процентов:
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В случаях когда кредитный контракт предусматривает не периодические выплаты процентов на основной долг, а их присоединение к сумме основного долга, срочная уплата определяется как
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где n – общий срок займа; n = N + L; L – продолжительность льготного периода.
Для расчета накопленных за  
[image: image401.wmf]t

 лет сумм погасительного фонда используется формула наращенных сумм постоянных рент:
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(78)
Пример 10 . Фирма получила кредит 5,0 млн. руб. на 4 года под 8% сложных годо​вых в банке А. Кредитный контракт предусматривает погашение долга разовым платежом. Одновременно с получением кредита фирма начала создавать погаси​тельный фонд, для чего открыла счет в банке Б. На размещенные средства банк Б начисляет 10% годовых. Определить ежегодные расходы фирмы по амортизации долга при условии, что в погасительный фонд вносятся ежегодно равные суммы.

Параметры финансовой операции: 
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Выплату процентных платежей рассчитаем по (73):
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Накопления на конец года в погасительном фонде - 
[image: image409.wmf]t

S

, рассчитаем по (78):
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План погашения кредита представлен в табл. 2

ПЛАН ПОГАШЕНИЯ КРЕДИТА


табл.2
	Год
	Выплата
процент​ных пла​тежей

[image: image414.wmf]t
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	Взносы
в       погаси​тельный фонд

[image: image415.wmf]t
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	Накопления
на конец го​да в погаси​тельном фонде 
[image: image416.wmf]t

S


%
	Расходы
по   аморти​зации    зай​ма      (сроч​ные     упла​ты) 
[image: image417.wmf]t

Y



	1 2 3 4
	0,4000 0,4320 0,4665 0,5038
	1,07735 1,07735 1,07735 1,07735
	1,07735 2,26244 3,56603 4,99998
	1,47735 1,50935 1,54385 1,58115

	Ито​го
	1,8023
	4,3094
	—-
	6,1117


В рассмотренном примере фирма-заемщик сумела с выгодой для себя реализовать кре​дитную операцию, так как она на взносы в погасительный фонд получила проценты более высокие, чем платила по займу (i>g).
В результате общая сумма расходов по погашению долга составила 6,1117 млн. руб., что значительно меньше, чем если бы фирма погасила долг разовым платежом. Экономия со​ставит:
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Создание погасительного фонда выгодно даже в том случае, если 
[image: image419.wmf]i

<
[image: image420.wmf]g

.

КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 

1.   Что такое процент (процентные деньги)?
2. Когда применяются простые и сложные процентные ставки? Сравните
простые и сложные ставки при различных сроках начисления.
3. Перечислите три основных способа расчета простых процентов?
4. Сформулируйте два метода дисконтирования.
5. Как производится удержание процентов при учете векселей?
6. Что такое интенсивность процентов?
7. Перечислите семь основных типов эквивалентных ставок.
8. Каково различие между номинальными и эффективными процентными
ставками?
9. Докажите, что интенсивность процентов больше эквивалентной ей
учетной ставки и меньше эффективной процентной ставки.
10. Докажите, что номинальные учетные ставки увеличиваются, а
номинальные процентные ставки уменьшаются с ростом числа периодов
удержания (начисления) процентов.
11. Интенсивность процентов как предел номинальной учетной
(процентной) ставки при неограниченном росте числа периодов удержания
(начисления)процентов.

12. Что такое реальная ставка доходности в условиях инфляции?

13. Что такое барьерная ставка и инфляционная премия (выведите
формулу Фишера)?

14. Выведите реальную годовую ставку доходности с учетом инфляции и
налога на прибыль.
15. Что понимается под потоком платежей?

16. Дайте определение финансовой ренты.

17. Каковы параметры ренты?

18. Перечислите виды финансовых рент, дайте их классификацию по различным признакам.

19. Какие две обобщающие характеристики ренты вы знаете?

20. Что такое «коэффициент наращения» и «коэффициент приведения» ренты?

21. Какие варианты конверсии валюты и начисления процентов вы знаете?

22. Укажите основные закономерности связи доходности краткосрочного депозита с двойной конверсией с темпом роста обменного курса в случае, когда исходная сумма – в валюте? Какие критические точки можно отметить на графике этой зависимости?

23. Укажите основные закономерности связи доходности краткосрочного депозита с двойной конверсией с темпом роста обменного курса в случае, когда исходная сумма – в рублях? Какие критические точки можно отметить на графике этой зависимости?

24. Из чего состоят расходы по обслуживанию долга?

25. Выведите формулы для определения процентной части, части, идущей
на погашение долга, а также остаточной суммы долга после очередного платежа
при классической схеме погашения кредита без учета нагрузки. Разработайте схему платежей заемщика по погашению кредита с использованием погасительного фонда.

26. Какие основные методы уплаты процентов применяются при погашении
потребительских кредитов?

27. Выведите формулы для вычисления голого права собственности и
права на ее использование при разделении прав собственности.

28. Опишите план погашения серийного облигационного займа (без учета
нагрузки) примерно одинаковыми платежами.

29. Из чего состоят нагрузки? Приведите пример плана погашения кредита
с учетом нагрузки.

30. Определите размер равных срочных уплат заемщика по объединенному
кредиту "слабого" и "сильного" кредиторов.

31. Каковы будут срочные уплаты заемщика в случае, если платежи
"сильному" кредитору растут в геометрической прогрессии?

32. Определите размер равных срочных уплат заемщика в случае, когда
"слабый" кредитор участвует в выплатах заемщика "сильному".

33. Как определяется чистая современная стоимость денежного потока? В
каком случае можно говорить о нерентабельности капиталовложений?

34. Что такое внутренняя норма доходности денежного потока?

35. Всегда ли большая внутренняя норма доходности ведет к большей
прибыли? От чего это зависит?

36. Как определить безубыточную цену единицы продукции? Приведите
пример.

37. Как определить внутреннюю норму доходности денежного потока с
учетом инфляции?

38. Как определяется доходность денежного фонда?

39. Перечислите основные способы определения доходности денежного
потока.

40. Приведите основные соотношения, с помощью которых определяется
доходность для различных видов облигаций.

ТЕСТЫ

ТЕСТ№1(простые проценты)

1.
Что означает принцип финансовой неравноценности денег, относящихся к различным моментам времени?
а)
обесценение денег в связи с инфляцией;
б)
возрастание риска с увеличением срока ссуды;
в)
возможность инвестировать деньги с целью получить доход;
г)
снижение себестоимости товаров в связи с научно-техническим прогрессом.
2.
Укажите возможные способы измерения ставок процентов
а)
только процентами;
б)
только десятичной дробью;
в)
только натуральной дробью с точностью до 1/32;
г)
Процентами, десятичной или натуральной дробью.
3.
Укажите формулу наращения по простым процентам.
а)
S=P(l+n*i);
б)
S=P(l-n*d);
B)P=S(l-n*i)'';
r)P=S(l-n*d)'!.
4.
В чем сущность французской практики начисления простых процентов?
а) в использовании обыкновенных процентов и приближенного срока ссуды;
б)
в использовании точных процентов и приближенного срока ссуды;
в)
в использовании точных процентов и точного срока ссуды;
г)
в использовании обыкновенных процентов и точного срока ссуды.
5.
В чем сущность германской практики начисления простых процентов?
а)
в использовании обыкновенных процентов и приближенного срока ссуды;
б)
в использовании точных процентов и приближенного срока ссуды;
в)
в использовании точных процентов и точного срока ссуды;
г)
в использовании обыкновенных процентов и точного срока ссуды.
6.
В чем сущность британской практики начисления простых процентов?
а)
в использовании обыкновенных процентов и приближенного срока ссуды;
б)
в использовании точных процентов и приближенного срока ссуды;
в)
в использовании точных процентов и точного срока ссуды;
г)
в использовании обыкновенных процентов и точного срока ссуды.
7.
Укажите формулу расчета наращенной суммы, когда применяется простая ставка,
дискретно изменяющаяся во времени.
a) S=P
[image: image421.wmf](
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в) S=P
[image: image423.wmf](
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8. Укажите формулу расчета наращенной суммы в операции с реинвестированием под дискретно изменяющуюся простую ставку процентов.
a) S=P
[image: image425.wmf](
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в) S=P
[image: image427.wmf](
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9. Укажите формулу математического дисконтирования в случае применения про​стой процентной ставки.
        a)P=S(I+n*i)
[image: image429.wmf]1

-

;

         б) S=P(l-n*i);
         в)S=P(l-dn);  

         r)P=S(l-dn).
10. Укажите формулу банковского учета по простой учетной ставке. a)P=S(I+n*i)
[image: image430.wmf]1

-

;
б) S=P(l-n*i);
B)S=P(l-dn);
r)P=S(l-dn).
ТЕСТ №2 (сложные проценты)
1.
Укажите формулу, по которой вычисляется срок удвоения первоначальной суммы при применении сложных процентов.


а) 
[image: image431.wmf]i
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б) 
[image: image432.wmf]i
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2.
Укажите формулу наращения по сложным процентам.
а) S=Pn(1 + i);         б) S = Р
[image: image435.wmf]n

 (1 +i) ;         в) S = P(1+i)
[image: image436.wmf]n

 ;         г) S = P(1+ni)
[image: image437.wmf]n

 .
3.
Как вычисляется наращенная сумма при применении сложных процентов, если ставка дискретно меняется во времени?

а) 
[image: image438.wmf](
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в) 
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4. Укажите формулу математического дисконтирования по сложной ставке.
a) 
[image: image442.wmf](
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5. Укажите формулу банковского учета по сложной учетной ставке.
а) 
[image: image446.wmf](
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6. Какая из формул верно определяет сложную учетную ставку?

а) 
[image: image450.wmf];
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в) 
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7. Какая из формул определяет сложную ставку?

а) 
[image: image454.wmf];
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8. Какая из формул верно определяет номинальную сложную учетную ставку?

а) 
[image: image458.wmf];
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9. Какая формула верно отражает связь между сложной номинальной учетной ставкой и сложной годовой учетной ставкой?

а) 
[image: image462.wmf](
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10. Какая формула верно определяет силу роста?

а) 
[image: image466.wmf];
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ТЕСТ №3 (инфляция)

1. Как определяется брутто-ставка простых процентов r по реальной ставке i  и индексу цен 
[image: image470.wmf]p
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в) 
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2. Как определяется брутто-ставка сложных процентов r по реальной ставке i и темпу инфляции h?

а) 
[image: image475.wmf];
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3. Как определяется инфляционная премия при начислении простых процентов?


а) 
[image: image479.wmf];
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4. Как определяется инфляционная премия при начислении сложных процентов?



[image: image483.wmf]а) 
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5. Как годовой темп инфляции (прироста цен) h связан с индексом цен 
[image: image488.wmf]p
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6. Как индекс покупательской способности денег связан с индексом цен?


а) 
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7. Цены выросли за квартал в 1,2 раза. Какому годовому индексу цен соответствует такой темп?


а) 
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8. Как измеряется реальная ставка простых процентов при годовом темпе инфляции h?

а) 
[image: image501.wmf](
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9. Как измеряется реальная ставка сложных процентов при годовом темпе инфляции h?

а) 
[image: image505.wmf];
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10. Чему равен налог за год t при начислении сложных процентов, если налоговая ставка равна g?
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ТЕСТ №4 (рента)

1 Что такое рента постнумерандо?


а) рента, образуемая платежами после некоторого указанного момента времени;


б) рента, платежи которой поступают в конце каждого периода;


в) рента, платежи которой скорректированы с учетом инфляции;


г) рента, платежи которой скорректированы на величину налога.

2. Что такое рента пренумерандо?


а) рента, образуемая платежами до некоторого указанного момента времени;


б) рента, платежи которой поступают в начале каждого периода;


в) рента, платежи которой поступают до корректировки на инфляцию;


г) рента, платежи которой поступают до корректировки на величину налога.

3. Что такое p-срочная рента?


а) рента со сроком p лет;


б) рента с периодом начисления процентов p лет;


в) рента с p платежами в году;


г) рента с p начислениями процентов в году.

4. Как связаны между собой современная величина и наращенная сумма ренты?
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5. Укажите коэффициент наращения обычной годовой ренты при однократном начислении процентов в году.
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6. Укажите коэффициент приведения обычной годовой ренты при однократном начислении процентов в году.
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7. Укажите коэффициент наращения обычной p-срочной ренты при m-кратном начислении процентов в году в общем случае.

а) 
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8. Укажите коэффициент приведения обычной p-срочной ренты при m-кратном начислении процентов в году в общем случае.
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9. Укажите формулу определения срока обычной годовой ренты при однократном начислении процентов в году.
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ПРАКТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ

1. Наращение по простой и сложной процентной ставке.

Под наращенной суммой S понимают сумму первоначального долга Р и начисленных процентов I.
1.1. Простая процентная ставка

Проценты начисляются на постоянную во времени, денежную базу 
[image: image537.wmf]Pin
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, где

i-процентная ставка, n- срок ссуды.
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 где 
[image: image539.wmf](
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- множитель наращения, (показывает во сколько раз увеличилась первоначальная сумма.)

Обычно n-измеряется в годах. Если n меньше года, то эта величина дробная. Например: полгода-n=1/2, квартал- n=1/4, месяц-n=1/12. Если n измеряется в днях, то вычисляется : n=
[image: image540.wmf]K

t

, где t- число дней, К- временная база- число дней в году. (К=360-коммерческие проценты, К=365,366- точные проценты.). 

 Время t- можно вычислить приближенно (360) и точно (365)

Три варианта расчета простых процентов:

1) Британская практика (365/365)

2) Французская практика (365/360)
3) Германская практика (360/360).

Тогда формула для определения наращенной суммы по простым процентам:
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Реинвестирование - неоднократное, последовательное повторение наращения.

Если процентные ставки и периоды реинвестиций меняются, то наращенная сумма определяется следующим образом: 
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Если процентные ставки и периоды реинвестиций не меняются, то наращенная сумма определяется как 
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где m-количество реинвестиций

1.2. Сложная процентная ставка

Проценты начисляются на переменную во времени базу, т.е. проценты начисляются на проценты.

Если наращение процентов (капитализация) происходит 1 раз в год, то наращенная сумма вычисляется по формуле:
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При дробном числе периодов возможны два способа вычисления:

Общий метод -
[image: image545.wmf]n
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Смешанный метод - 
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,где а- целое число лет; b- дробная часть (n=a+b)

Если наращение процентов происходит  m- раз в год, то формула сложных процентов принимает вид:
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 где: m- число периодов начисления в году ;  j- номинальная процентная ставка

Задача 1. 1

Банк выдал кредит 18 января 2006 г. в размере 500 тыс. руб. Срок возврата кредита 3 марта 2006 г. Процентная ставка 20% годовых. Рассчитать сумму долга, подлежащую возврату, тремя методами.

Решение.

Точное число дней ссуды: с 18.01 по 31.01 включительно – 14 дней, февраль – 28 дней, март – 3 дня. Итого 
[image: image548.wmf]44
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Приближенное число дней ссуды( продолжительность каждого месяца принимается за 30 дней): январь – 13 дней, февраль – 30 дней, март – 3 дня. Итого 
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Возможные варианты расчета наращенной суммы:

а) по точным процентам с точным числом дней ссуды (британская практика):
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б) по обыкновенным процентам с точным числом дней ссуды (французская практика):
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в) по обыкновенным процентам с приближенным числом дней ссуды (германская практика):
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Ответ:  Наращенная сумма составит:

1) британская практика — 512,05 тыс. руб.;

2) французская практика — 512,22 тыс. руб.; 
3) немецкая практика — 512,5 тыс. руб.
Задача 1.2

Ссуда в размере  250000 руб. выдана 23 января до 3 октября включительно под 13 % годовых. Применить французскую практику для вычисления суммы, которую должен заплатить должник в конце срока. Рассмотреть случаи простой и сложной процентных ставок.
Решение

1) Рассмотрим случай простой процентной ставки:
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Точное число дней по французской методике равно 253 (убедитесь в этом самостоятельно). Получаем:
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2) Рассмотрим случай сложной процентной ставки
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Наращение по сложным процентам за период меньше года дает меньший результат, чем по простым процентам.

Ответ:  Наращение по простым процентам - 272840,3 руб. Наращение по сложным процентам - 267319 руб.

Задача 1.3

Определить более выгодный вариант вложения денежных средств в объеме 15000 руб.: 1) сроком на 2 года, получая доход в виде простой процентной ставки 20%  2)по сложной ставке 12% с годовой капитализацией.
Решение

1) простые проценты:
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[image: image558.wmf]21000

)

2

,

0

2

1

(

15000

=

×

+

×

=

S

руб.
б) сложные проценты
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Более выгодный вариант вложения средств - это тот, который дает большую наращенную сумму

Ответ: Более выгодный вариант- вложение средств по сложной процентной ставке 12% годовых. Такая финансовая операция дает результат в виде суммы- 21600 руб.

Задача 1.4

Банк предлагает вкладчикам следующие условия по срочному годовому депозиту: первое полугодие процентная ставка 20% годовых, каждый следующий квартал ставка возрастает на 2,5%. Проценты начисляются только на первоначально внесенную сумму вклада. Определить наращенную за год сумму, если вкладчик поместил в банк на этих условиях 400 тыс. руб.
Решение.
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Ответ: наращенная за год сумма составит 487,5 тыс. руб.

Задача 1.5

Клиент поместил в банк 500 тыс. руб. Какова будет наращенная за 3 месяца сумма вклада, если за первый месяц начисляются проценты в размере 20% годовых, а каждый последующий месяц процентная ставка возрастает на 5% с одновременной капитализацией процентного дохода?

Решение.
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Ответ: наращенная за три месяца сумма вклада составит 531,896 тыс. руб.
Задача 1.6

В кредитном договоре на сумму 1000000 руб. и сроком на 4 года зафиксирована ставка сложных процентов, равная 20% годовых. Определите наращенную сумму.

Решение.
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Ответ: наращенная сумма составит 2073600 руб.

Задача 1.7

В договоре зафиксирована переменная ставка сложных процентов, определяемая как 20% годовых плюс маржа 10% в первые два года, 8% - в третий год, 5% - в четвертый год. Определите величину множителя наращения за 4 года.

Решение.
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Ответ: множитель наращения за 4 года составит 2,704.
Задача 1.8

Ссуда 20000000 руб. предоставлена на 28 месяцев. Проценты сложные, ставка 60% годовых. Проценты начисляются ежеквартально. Вычислите наращенную сумму.

Решение.

Начисление процентов ежеквартальное. Всего имеется N=
[image: image565.wmf]3
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 кварталов. Число периодов начисления в году m = 4. По формуле 
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Ответ: наращенная сумма составит 73712844,81 руб.

2. Математическое дисконтирование в случаях простой и сложной процентной ставке

Математическое дисконтирование представляет собой формальное решение задачи, обратной наращению первоначальной суммы ссуды. Решив уравнения для определения наращенной суммы относительно Р, находим:

	Простые проценты
	Сложные проценты
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	Начисление процентов

	
	раз в год:
	m раз в год
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Задача 2. 1

Инвестор намерен положить деньги в банк под 20% годовых с целью накопления через два года 500 тыс. руб. Определить сумму вклада в случае простых и сложных процентов.

Решение

1) Для случая простых процентов получаем
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2) В случае сложных процентов (капитализация один раз в год)
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Ответ: 357,1429 тыс. руб. (для простых процентов), 347,2222 тыс. руб. (для сложных процентов). Это означает, что при использовании простой процентной ставки при прочих равных условиях, инвестор, для накопления необходимой суммы, должен положить большую сумму, нежели при использовании сложной ставки.

Задача 2.2
Определить современную величину 20 тыс. руб., которые должны быть выплачены через 4 года. В течение этого периода на первоначальную сумму начислялись сложные проценты по ставке 8% годовых.

Решение
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Если же начисление процентов производилось ежеквартально, то современная величина будет равна:
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Ответ: современная величина 20 тыс. руб. при ежегодном начислении процентов равна 14,7 тыс. руб., а при ежеквартальном начислении процентов – 14,57 тыс. руб.

 3. Банковский учет по простой и сложной учетной ставке. Рост по учетной ставке

Банковский учет- это метод, где проценты за пользование ссудой в виде дисконта (
[image: image575.wmf]Snd
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) начисляются на сумму, подлежащую уплате в конце срока договора. При этом применяется учетная ставка d. 

	
	Простая учетная ставка
	Сложная учетная ставка

	
	
	дисконтирование

1 раз в год
	дисконтирование

m раз в год

	Банковский учет
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	Наращение
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В формулах использованы следующие обозначения: n- срок от момента учета до даты погашения векселя в годах;  f- номинальная годовая учетная ставка.

Задача 3.1

Вексель на сумму 9000 руб. предъявлен в банке за полгода до срока его погашения. Определить сумму, выплаченную владельцу векселя, и сумму дисконта, для простой и сложной учетной ставке 20% годовых.

Решение

1) Для случая простой учетной ставки:
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Дисконт: 
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2) Для сложной ученой ставки:
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Дисконт: 
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Ответ: 8100 руб., 900 руб. (для простой  учетной ставки); 5760 руб., 3240 руб. (для сложной учетной ставки). Это значит, что владелец при учете векселя по сложной учетной ставке получит меньшую сумму при прочих равных условиях, а удержанная сумма (дисконт) будет больше чем при учете по простой учетной ставке.

Задача 3.2

Долговое обязательство на сумму 5 млн. руб., срок оплаты которого наступает через 5 лет, продано с дисконтом по сложной учетной ставке 15% годовых. Каков размер полученной за долг суммы и величина дисконта?
Решение.
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Если применить простую учетную ставку того же размера, то
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Ответ: размер полученной за долг суммы равен 2218500 руб., а дисконт -  2781500 руб. Данный пример показывает, что дисконтирование по сложной учетноц ставке выгоднее для должника, чем по простой учетной ставке.
	Процесс 
	Вид операции по начислению процентов 

	
	Простые  проценты 
	Сложные проценты 

	
	
	По сложной ставке 
	По номинальной ставке 
	По непрерывной ставке (силе роста) 

	
	
	
	
	Для постоянной силы 
	Для переменной силы 

	Наращение 
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	Дисконтирование 
	Математическое дисконтирование 
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	Банковский учет 
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4.Определение срока платежа, процентных и учетных ставок.
Для определения срока платежа, процентных и учетных ставок нужно решать уравнения, рассмотренные ранее, относительно тех параметров, которые необходимо найти. 

Эффективная процентная ставка - годовая ставка сложных процентов, которая дает тот же результат, что и начисление по номинальной ставке m раз в год.

Эффективная учетная ставка характеризует результат дисконтирования за год и находится путем приравнивания множителей дисконтирования по годовой учетной  ставке и по номинальной учетной ставке m раз в год

	Эффективная процентная ставка
	Эффективная учетная ставка
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Следует отметить, что при прочих равных условиях эффективная учетная всегда ставка меньше или равна номинальной.

Задача 4.1.

Фирма планирует получение кредита в сумме 1 млн. руб. Банк предоставляет кредит под 20% годовых простых. На какой срок фирма может взять кредит с тем, чтобы подлежащая возврату сумма не превысила 1,4 млн. руб. 

Решение.
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Ответ: фирма может взять кредит на 2 года.

Задача 4.2. 

На какой срок фирма может взять кредит в банке в размере 2 млн. руб. с условием, чтобы сумма возврата долга не превысила 2,2 млн. руб., если банк применит ставку 19% годовых простых, при K=365 дней?
Решение.
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Ответ: фирма может взять кредит на 192 дня.

Задача 4.3.

Фирма получила ссуду в банке в размере 800 тыс. руб. сроком на полгода. Сумма погашения составляет 900 тыс. руб. Определить процентную ставку, примененную банком.

Решение.
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Ответ: процентная ставка, примененная банком, составляет 25%.

Задача 4.4.

Сберегательный сертификат куплен за 100 тыс. руб., выкупная его сумма 160 тыс. руб., срок 2,5 года. Каков уровень доходности инвестиций в виде годовой ставки сложных процентов?

Решение.
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Ответ: уровень доходности составляет 20,68%.

Задача 4.5.

За какой срок в годах сумма, равная 75 млн. руб. достигнет 200 млн. руб.при начислении процентов по сложной ставке 15% раз в году и поквартально?
Решение.
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2) 
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Ответ:  7,0178 лет, 6.6607 лет.

Задача 4.6
Какова эффективная ставка процентов, если номинальная ставка равна 35 % при помесячном начислении процентов.

Решение     
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Ответ: Эффективная ставка процентов равная 41,2% в год приводит к тем же финансовым результатам, что и ставка процентов равная 35% с капитализацией раз в месяц.

Задача 4.7. 
Банк выплачивает по вкладам 10% годовых сложных. Какова реальная доходность вкладов в этом банке при следующих видах начисления процентов: а) ежемесячно, б) ежеквартально, в) по полугодиям, г) непрерывно?

Решение.
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б) 
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в) 
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5. Эквивалентность финансовых операций в случаях простой и сложной процентной ставке

Замена одного вида ставки (процентной или учетной) на другой при соблюдении принципа эквивалентности не изменит финансовых результатов. Такие ставки называются эквивалентными. 

Формулы эквивалентности всегда получаются путем приравнивания соответствующих множителей наращения и решения полученного уравнения.
	Простая ставка
	Сложная ставка

	процентная
	учетная
	процентная
	учетная
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       Задача 5.1.
Определить значение учетной ставки банка, эквивалентной ставке простых процентов 35 % годовых.

Решение
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Ответ:  Учетная ставка, эквивалентная ставке простых процентов равна 23,9%

Задача 5.2.

Определить величину силы роста при начислении непрерывных процентов в течение года, эквивалентную учетной ставке простых процентов 
[image: image648.wmf]=
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Решение.



[image: image649.wmf](

)

(

)

%)

2519

,

16

(

162519

,

0

85

,

0

ln

1

15

,

0

1

1

ln

1

ln

=

-

=

×

-

-

=

-

-

=

n

nd

c

d


Ответ: сила роста, эквивалентная учетной ставке простых процентов 16,2519%.

Задача 5.3.

Срок оплаты долгового обязательства составляет полгода по простой учетной ставке 40% годовых. Оцените доходность операции по эквивалентным ставкам (считать, что номинальная ставка начисляется ежеквартально).

Решение.
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1) эквивалентная простая ставка: 
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2) эквивалентная ставка сложных процентов: 
[image: image652.wmf](
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      3) эквивалентная номинальная ставка сложных процентов: 
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)

%

2

,

47

472

,

0

1

5

,

0

4

,

0

1

1

4

1

1

1

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

×

-

=

-

-

×

=

mn

nd

m

j


4) эквивалентная  сложная учетная ставка: 
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5) эквивалентная номинальная учетная ставка: 
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 6. Наращение сложных и простых процентов с учетом инфляции

Инфляция- снижение реальной покупательной стоимости денег за период, охватываемый финансовой операцией.

Будем использовать следующие обозначения:

S- наращенная сумма по номиналу; C- наращенная сумма с учетом обесценивания; 
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h - темп инфляции (относительный прирост цен за период (%)): 
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H- среднегодовой темп инфляции: 
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Индекс цен за несколько периодов: 
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Если 
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 барьерная ставка процентов (ставка процентов, выше которой будет приносить, в условиях данных показателей инфляции, реальный доход.)


[image: image672.wmf]r

- брутто- ставка (ставка процентов, обеспечивающая реальную доходность финансовой операции в условиях инфляции)

Перечисленные параметры связаны между собой соотношениями, представленными в таблице:

	Показатели
	Учет инфляции

	
	простые проценты
	сложные проценты

	наращенная сумма
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	барьерная ставка
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	брутто- ставка
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	реальная доходность
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Учет инфляции в финансовых операциях чаще всего состоит в решении двух проблем:

· расчет реальной наращенной суммы С
· расчет реальной доходности финансовой операции в виде процентной ставки i
Задача 6.1

За два года цены выросли в 4 раза. Найти среднегодовые темп роста цен и темп инфляции.

Решение
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Ответ: Среднегодовой темп роста цен равен 2, среднегодовой темп инфляции составляет 100%
Задача 6.2

Банк начисляет проценты по вкладу по номинальной ставке 10 % годовых с ежемесячной капитализацией. Среднегодовой темп инфляции 2 %. Найти реальную доходность операции.

Решение

Реальную доходность операции обеспечивает брутто- ставка.

Речь идет о сложных процентах. Найдем  эффективную ставку процентов:
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Следовательно, процентная ставка 10,47% с годовой капитализацией  обеспечивает такую же доходность, что и номинальная 10% с помесячной капитализацией. Однако это справедливо без учета инфляции. 
Определим брутто- ставку:
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Ответ: В условиях данной инфляции реальную доходность будет приносить ставка 12,68%
Задача 6.3.
Вы разместили средства в виде трехмесячного депозита под ставку 40% годовых простых процентов. Но темп инфляции составил 35% годовых. Какова реальная ставка процентов?

Решение.
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Ответ: реальная ставка процентов 8,2%

Задача 6.4.

Предполагаемый темп инфляции 12% в год. Какую ставку сложных процентов нужно проставить в контракте, если желательная реальная доходность 8%? Чему равна инфляционная премия?
Решение.
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Инфляционная премия: 21% - 8% = 13% (h +ih = 0,12 + 0,08*0,12 = 0,1296
[image: image687.wmf]»

0,13  (13%)

Ответ: ставка сложных процентов 21%, инфляционная премия 13%.

Задача 6.4.

Определите ожидаемый уровень (темп) инфляции за год при ежемесячном уровне инфляции 6%.

Решение. 
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 Уровень инфляции за год 
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7. Наращение сложных и простых процентов с учетом налогов

Учет налога на проценты уменьшает реальную наращенную сумму. Это ведет к тому, что финансовая операция осуществляется по уменьшенной ставке процентов. 

Обозначим:  g - ставка налога на полученные проценты.
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-наращенная сумма с учетом налогов.
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-фактическая ставка процентов с учетом налогов.

	Учет налога на проценты  при начислении

	Простых процентов
	Сложных процентов
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Замечание: в долгосрочных операциях при начислении сложных процентов возможны два варианта расчета налогов:

· Налог начисляется на всю сумму процентов. При этом сумма налога: 
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· Налог начисляется последовательно, в конце каждого периода. В этом случае сумма налога определяется за каждый истекший период.
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Причем  
[image: image701.wmf]k
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Задача 7.1

Банк начисляет проценты по ставке 20% годовых на сумму 200 тыс. руб., ставка налога составляет 35%. Рассмотреть финансовую операцию за два года, если используется простая и сложная ставки процентов. Найти фактическую наращенную сумму, фактическую доходность операции в виде ставки процентов (простой и сложной).

Решение 

Рассмотрим случай простой процентной ставки:
Вспомним, что наращенная сумма без учета налогов рассчитывается как:


[image: image702.wmf]pуб.

ni

P

S

   

280000

)

2

,

0

2

1

(

200000

)

1

(

=

×

+

×

=

+

=



[image: image703.wmf][

]

)

1

(

1

q

ni

P

S

ф

-

+

=


[image: image704.wmf][

]

р

S

ф

252000

)

35

,

0

1

(

2

,

0

2

1

200000

=

-

×

+

×

=



[image: image705.wmf](
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Аналогично решаем задачу для случая сложной процентной ставки:


[image: image706.wmf].
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Подставляя численные значения, получаем фактическую наращенную сумму:
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 EMBED Equation.3  [image: image710.wmf]134
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Ответ: В случае простой процентной ставки наращенная сумма  с учетом налогов составляет 252 тыс. руб. Фактическая ставка простых процентов равна 13%

В случае сложной процентной ставки наращенная сумма  с учетом налогов составляет 257200 руб. Фактическая ставка сложных процентов равна 13,4%

8. Наращенная сумма постоянной финансовой ренты. Современная стоимость постоянной ренты
Финансовая рента (аннуитет)- поток платежей, все члены которого представляют положительные величины, а временные интервалы между платежами одинаковы.

Современная стоимость-сумма дисконтированных членов потока платежей на некоторый предшествующий момент времени. Формулы для ее расчета приведены в таблице. 

Обозначения:

R- годовой член рент

p- количество платежей в году

m- количество начислений процентов в году.

Расчетные формулы представлены в таблице
	Количество платежей и начислений в году 
	Стоимостные и временные параметры (характеристики) ренты 

	
	Наращенная сумма и срок ренты 
	Современная стоимость и срок ренты 
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Основные зависимости для постоянных дискретных финансовых рент постнумерандо 
Задача 8.1

Производятся взносы в течение 15 лет, ежегодно по 10000 руб., на которые начисляются проценты по сложной ставке 12% годовых. Определить наращенную сумму.

Решение

В данной задаче рассматривается годовая рента постнумерандо.  Ее наращенная сумма вычисляется по формуле: 
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Подставляя численные значения, получаем:
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Ответ: Наращенная сумма составит 3727971,1466 руб.

Задача 8.2
Ежегодная финансовая рента, сроком на 7 лет, составляет для фирмы 200 руб. Платежи осуществляются поквартально. Проценты в размере 5% годовых капитализируются поквартально. Найти современную стоимость такой ренты.

Решение

Исходя из условий задачи, выбираем расчетную формулу:
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Подставляя численные значения, получаем:


[image: image749.wmf]4000
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Ответ: Современная стоимость потока платежей составила 4000 руб.
Задача 8.3.

9. Определение параметров постоянных рент постнумерандо 

Основными параметрами постоянной финансовой ренты являются член ренты R, сроки платежей n, годовая процентная ставка i.
Член ренты определяется в зависимости от исходных условий по формулам: 
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Задача 9.1

Определить размер ежегодных платежей по сложной ставке 10% годовых для создания через пять лет фонда в размере 600000 руб.

Решение

Из соотношения для расчета наращенной суммы ренты  
[image: image752.wmf]i
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 выражаем R:
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Ответ: Размер ежегодных платежей составит 99748,97руб.

Задача 9.2

Какой срок необходим для накопления 100 млн. руб. при условии, что ежемесячно вносится по 12 млн. руб., а на накопления ежегодно начисляются проценты по ставке 25% годовых.

Решение

В этой задаче S=100 млн. руб. , R=12 млн. руб., i=0,25, p=12, m=1. Подставляя эти численные значения в формулу для случая р >1 и m=1, получаем:
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Ответ: 4,7356 года.

10. Погашение основного долга равными суммами

Пусть размер долга равен D руб. Тогда 
[image: image755.wmf]n
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-сумма, идущая ежегодно на погашение основного долга.
1) Определяем ежегодные процентные платежи: 
[image: image756.wmf]d

i

D

t

t

+

×

=

U

-

1


Если долг погашается р раз в году постнумерандо, то : 
[image: image757.wmf]pn
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2) Находим остаток долга на конец года:
[image: image758.wmf]n
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Если долг погашается р раз в году постнумерандо, то: 
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Задача 10.1

Долг в сумме 1000 тыс. руб. необходимо погасить последовательными равными суммами за пять лет платежи постнумерандо. За заем выплачиваются проценты по ставке 10% годовых.  Составить план погашения задолженности.

Решение

1) Заполняем  колонку «Погашение основного долга»:
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2) Заполняется колонка «Остаток долга на начало года»:
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3) Заполняется колонка «Проценты»:
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4) В колонке «Расходы по займу» заносится сумма:

«Погашение основного долга» + «Проценты».

Результаты вычислений заносим в таблицу:

	Год
	Остаток долга на начало года
	Расходы по займу
	Погашение основного долга 
	Проценты

	1
	1000
	300
	200
	100

	2
	800
	280
	200
	80

	3
	600
	260
	200
	60

	4
	400
	240
	200
	40

	5
	200
	220
	200
	20

	Итого:
	1300
	1000
	300


Погашение долга равными срочными уплатами

1) По заданным n и  i определяем коэффициент приведения годовой ренты 
[image: image765.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

n

n

n

n

i

n

i

i

i

i

i

i

i

a

+

-

+

=

+

-

=

+

-

=

-

1

1

1

1

1

1

1

1

;


2) Находим ежегодные расходы по займу: 
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3) Вычисляем 
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3) Платежи по погашению основного долга образуют ряд (m-номер текущего года, или, то же самое, номер текущего платежа):
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4) Проценты вычисляются как разница между расходами по займу и расходами по погашению основного долга.

Задача 10.2

Ситуация полностью соответствует условию задачи 10.1, однако погашение производится равными срочными уплатами.

Решение

1. 
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4. Далее по приведенной выше методике заполняем таблицу:

	Год
	Остаток долга

на начало года
	Расходы

по займу
	Погашение основного

долга
	Проценты

	1
	1000,000
	263,797
	163,797
	100,000

	2
	836,203
	263,797
	180,177
	83,620

	3
	656,025
	263,797
	198,195
	65,603

	4
	457,830
	263,797
	218,014
	45,783

	5
	239,816
	263,797
	239,816
	23,982

	Итого
	1318,985
	1000,000
	318,985


ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ 
1. Предоставлена ссуда в размере 7 тыс. руб. 10 февраля с погашением 10 июня под простую ставку 20% годовых (год не високосный). Рассчитать всеми известными способами сумму к погашению.

2. Найти величину дохода кредитора, если за предоставление в долг на полгода некоторой суммы денег он получил от заемщика в совокупности 6,3 тыс. руб. При этом применялась простая процентная ставка в 10% годовых.

3. При обращении 6 июля в банк с целью получения кредита предприниматель получил 10 тыс. руб. Найти, какую сумму должен будет возвратить предприниматель, если долг необходимо вернуть 14 сентября того же года и начисленные простые проценты по ставке 12% годовых, которые были удержаны банком в момент предоставления кредита. Использовать способ 365/360.

4. Товар ценой в 3 тыс. руб. продается в кредит на 2 года под 12% годовых с равными ежеквартальными погасительными платежами, причем начисляются простые проценты. Определить долг с процентами, проценты и величину разового погасительного платежа.

5. Через полгода после заключения финансового соглашения о получении кредита должник обязан заплатить 2,14 тыс. руб. Какова первоначальная величина кредита, если он выдан под 14% годовых и начисляются обыкновенные простые проценты с приближенным числом дней?

6. Векселедержатель предъявил для учета вексель на сумму 50 тыс. руб. со сроком погашения 28.09.97г. Вексель предъявлен 13.09.1997г. Банк согласился учесть вексель по простой учетной ставке 30% годовых. Определить сумму, которую векселедержатель получит от банка.

7. Вексель на сумму 15 тыс. руб. предъявлен в банк за 90 дней до срока погашения. Банк учитывает вексель по простой процентной ставке 22% годовых. Определить сумму, полученную предъявителем векселя, и величину дисконта банка, если при учете использовался способ 365/365.

8. Банк учитывает вексель за 210 дней до срока по простой учетной ставке 12%, используя временную базу в 360 дней. Определить доходность такой операции по простой процентной ставке наращения при временной базе, равной 365

9. На капитал в 3 млн. руб. в течение 3 лет осуществляется наращение простыми процентами по учетной ставке 33%. Найти приращение первоначального капитала за каждый год и общую наращенную сумму.

10. Предприятие продало товар на условиях потребительского кредита с оформлением простого векселя: номинальная стоимость 150 тыс. руб., срок векселя – 60 дней, ставка простых процентов за предоставленный кредит – 15% годовых. Через 45 дней с момента оформления векселя предприятие решило учесть вексель в банке; предложенная банком дисконтная ставка простых процентов составляет 25%. Рассчитать суммы, получаемые предприятием и банком, если используется способ 365/360.

11. Депозит в 200 тыс. руб. положен в банк на 4 года под 15% годовых. Найти наращенную сумму, если ежегодно начисляются сложные проценты.

12. Предприниматель получил в банке ссуду в размере 25 тыс. руб. сроком на 6 лет на следующих условиях: для первого года процентная ставка сложных процентов равна 10% годовых; на следующие два года устанавливается маржа в размере 0,4% и на последующие годы маржа равна 0,7%. Найти сумму, которую предприниматель должен вернуть в банк по окончании срока ссуды.

13. Банк предоставил ссуду в размере 10 тыс. руб. на 30 месяцев под 30% годовых на условиях ежегодного начисления процентов по смешанной схеме. Какую сумму предстоит вернуть банку по истечении срока?

14. Вкладчик хотел бы за 5 лет удвоить сумму, помещаемую в банк на депозит. Какую годовую номинальную процентную ставку должен предложить банк при начислении сложных процентов каждые полгода?

15. Предприниматель может получить ссуду либо на условиях ежемесячного начисления процентов из расчета 26% годовых, либо на условиях полугодового начисления процентов из расчета 27%. Какой вариант более предпочтителен?

16. Из какого капитала можно получить 4 тыс. руб. через 5 лет наращением сложными процентами по ставке 12%, если наращение осуществлять ежеквартально? Какова получится при этом величина дисконта?

17. Определить современное значение суммы в 4 тыс. руб. смешанным способом, если она будет выплачена через 2 года и 3 месяца, и дисконтирование производилось по полугодиям по номинальной годовой учетной ставке 10%.

18. Рассчитать эффективную годовую учетную ставку при различной частоте начисления дисконта (ежегодно, ежемесячно, ежедневно) и номинальной учетной ставке сложных процентов равной 10%. Количество дней в году принять равным 365.

19. На вклад ежемесячно начисляются сложные проценты по номинальной годовой процентной ставке 16%. За какой срок первоначальный капитал увеличится в 3 раза? Чему будет равна эффективная ставка эквивалентная номинальной?

20. За долговое обязательство в 300 тыс. руб. банком было выплачено 200 тыс. руб. За какое время до срока погашения было учтено это обязательство, если банком использовалась эффективная учетная ставка 8 % годовых? Чему будет равна при таких условиях номинальная учетная ставка при ежемесячном дисконтировании?

21. На какой срок клиент банка может взять кредит в размере 4 тыс. руб. под простые проценты с условием, чтобы величина возвращаемой суммы не превышала 4,2 тыс. руб., если процентная ставка равна 12% и в расчет принимаются точные проценты с точным числом дней?

22. Каковы будут эквивалентные номинальные годовые процентные ставки с начислениями по полугодиям и ежеквартально, если соответствующая им эффективная ставка равна 20%?

23. Срок оплаты векселя составляет 3 месяца по сложной учетной ставке 27%. Оценить доходность операции по эквивалентным номинальной ставке дисконтирования и силе роста, если номинальная ставка начисляется раз в полгода.

24. На вклад в 2 тыс. руб. начисляются непрерывные проценты. Найти наращенную сумму за 7 лет, если сила роста изменяется следующим образом: в первые два года равна 8%; в следующие три года – 10%; и в каждый оставшийся год увеличивается на 0,5%.

25. На вклад начисляются сложные проценты: а) ежегодно; б) ежеквартально; в) ежемесячно. Какова должна быть годовая номинальная процентная ставка, при которой происходит реальное наращение капитала, если ежемесячный темп инфляции составляет 3%.

26. При выдаче кредита на несколько лет на условиях начисления сложных процентов банк желает обеспечить реальную доходность такой финансовой операции в 16% годовых по сложной ставке процентов. Какую процентную ставку по кредиту должен установить банк, если инфляция прогнозируется в среднем 10% в год.

27. Вексель на сумму 45 тыс. руб. был учтен за 3 года до срока погашения, и предъявитель векселя получил 18 тыс. руб. Найдите реальную доходность этой финансовой операции в виде эффективной учетной ставки, если среднегодовой темп инфляции ожидается равным 14%.

28. На вклад в течение 15 месяцев начисляются проценты: а) по схеме сложных процентов; б) по смешанной схеме. Какова должна быть процентная ставка, при которой происходит реальное наращение капитала, если каждый квартал цены увеличиваются на 8%.

29. Клиент положил в банк 60 тыс. руб. под простую процентную ставку 40% годовых и через полгода с учетом уплаты налога на проценты получил 70,2 тыс. руб. Определите ставку налога на проценты.

30. На вклад в 2 млн. руб. в течение четырех лет начислялись каждые полгода сложные проценты по годовой номинальной ставке наращения 12%. Определить наращенную сумму после уплаты налога на проценты, если ставка налога равна 8%.

31. В течение 6 лет на счет в банке ежедневно будут поступать одинаковые платежи, каждый год, составляя в сумме 40 тыс. руб. Определить сумму, накопленную к концу шестого года при использовании процентной ставки 12% годовых. Количество дней в году принять равным 360.

32. Страховая компания, заключив на 4 года договор с некоторой фирмой, получает от нее страховые взносы по 20 тыс. руб. в конце каждого полугодия. Эти взносы компания помещает в банк под 12% годовых. Найти современную стоимость суммы, которую получит страховая компания по данному контракту, если проценты начисляются ежемесячно.

33. Некоторое предприятие хочет создать фонд в размере 200 тыс. руб. С этой целью в конце каждого года предприятие предполагает вносить по 50 тыс. руб. в банк под 18% годовых. Найти срок, необходимый для создания фонда.

34. Некоторая фирма хочет создать фонд в размере 350 тыс. руб. С этой целью в конце каждого года фирма предполагает вносить по 60 тыс. руб. в банк под 28% годовых. Найти срок, необходимый для создания фонда, если банк начисляет сложные проценты: ежегодно; по полугодиям; ежемесячно.

35. Предприниматель получил на 5 лет ссуду в размере 400 тыс. руб., причем ежегодно он должен выплачивать кредитору проценты по ставке 20%. Одновременно с получением ссуды предприниматель (для ее погашения) создает страховой фонд, в который в конце каждого года будет делать одинаковые взносы, чтобы к моменту возврата долга накопить 400 тыс. руб. Определить суммарные ежегодные затраты предпринимателя, если на деньги, находящиеся в фонде, начисляются сложные проценты по ставке 24%.

36. Вы имеете возможность инвестировать одинаковую сумму денег в один из двух проектов. Первый проект позволит получить бессрочную ренту постнумерандо с ежегодными выплатами в размере 20 тыс. руб. Второй проект принесет 40 тыс. руб. и 100 тыс. руб. в течение одного года и двух лет соответственно. Какой из этих проектов лучше, если процентная ставка составляет 25% годовых? Можно ли так изменить процентную ставку, что ответ изменится на противоположный?

37. Фирма собирается учредить фонд для ежегодной (в конце года) выплаты пособий своим работникам. Определите сумму, которую фирма должна поместить на депозит в банк, чтобы обеспечить получение неограниченно долго в конце каждого года 12 тыс. руб., если банк начисляет сложные проценты по ставке 28%: ежегодно; ежеквартально; непрерывно.

38. Банк предлагает ренту постнумерандо на 10 лет с ежеквартальной выплатой 100 долл. США. Годовая процентная ставка в течение всего периода остается постоянной и равна 12% годовых. По какой цене можно приобрести такую ренту, если выплаты начнут осуществляться через 2 года ?

39. Кредитор заключил контракт, согласно которому должник обязуется выплатить сумму, современная величина которой 60 тыс. руб., за 5 лет равными суммами в конце каждого года, причем на непогашенный остаток будут по полугодиям начисляться сложные проценты по годовой номинальной процентной ставке 24%. По какой цене кредитор может продать этот контракт банку, который на ссуженные деньги начисляет ежеквартально сложные проценты по годовой номинальной процентной ставке 28% ?

40. Клиент в конце каждого года вкладывает 3 тыс. руб. в банк, выплачивающий сложные проценты по ставке 25% годовых. Определите сумму, которая будет на счете клиента через 7 лет. Если эта сумма получается в результате однократного помещения денег в банк в начале первого года, то какой величины должен быть взнос? Как изменятся найденные величины, если деньги вкладываются в начале каждого года?

41. Компания за предыдущий год выплатила 2,7 тыс. руб. на акцию. Согласно прогнозам дивиденды по акциям этой компании будут расти на 4% ежегодно в течение неопределенно долгого времени. Сделать вывод о целесообразности покупки акций компании по цене 20 тыс. руб., если можно поместить деньги на депозит под 14% годовых.

42. Согласно условиям финансового соглашения на счет в банке в течение 7 лет в конце или в начале года будут поступать денежные суммы, первая из которых равна 6 тыс. руб., а каждая последующая будет увеличиваться на 0,3 тыс. руб. Оцените этот поток платежей, если банк применяет процентную ставку 22 % годовых и сложные проценты начисляются один раз в конце года. Как изменятся оценки потока, если денежные суммы будут уменьшаться на 0,3 тыс. руб.

43. За 10 лет необходимо накопить 50 тыс. руб. Какова должна быть величина первого вклада, если предполагается каждый год увеличивать величину денежного поступления на 400 руб. и процентная ставка равна 20% годовых? Денежные поступления и начисление сложных процентов осуществляется в конце года. Определите, на какую величину необходимо увеличивать каждый год денежное поступление, если первый вклад будет равен 1,5 тыс. руб.

44. По условиям контракта на счет в банке поступают в течение 7 лет в конце года платежи. Первый платеж равен 4 тыс. руб., а каждый следующий по отношению к предыдущему увеличивается на 10%. Оцените этот поток, если банк начисляет в конце каждого года сложные проценты из расчета 28% годовых.

45. Сдан участок в аренду на десять лет. Арендная плата будет осуществляться ежегодно по схеме постнумерандо на следующих условиях: в первые семь лет – по 20 тыс. руб., в оставшиеся три года – по 12 тыс. руб. Требуется оценить приведенную стоимость этого договора, если процентная ставка сложных процентов равна 22% годовых. 
ОТВЕТЫ
1.
S365/365. = 7460 руб., S365/360. = 7467 руб., S360/360. = 7459 руб. 

2.
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= 0,3 тыс. руб. 

3.
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 = 0,239 тыс. руб., P = 10,239 тыс. руб. 

4.
S = 3,72 тыс. руб., 
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 = 0,72 тыс. руб., R = 0,465 тыс. руб. 

5.
P = 2 тыс. руб. 

6.
P = 49,375 тыс. руб. 

7.
P = 14,228 тыс. руб., D = 0,772 тыс. руб. 

8.
i = 13,082% 

9.
S = 300 млн. руб., I1 = 1,5 млн. руб., I2 = 4,3 млн. руб., I3 = 291,2 млн. руб. 

10.
Pпредпр = 152,15 тыс.руб.; Dбанк = 1,6 тыс.руб. 

11.
S = 349801,24 руб. 

12.
S = 45,469 тыс. руб. 

13.
S = 19,435 тыс. руб. 

14.
j = 14,35% 

15.
i12 = 29,33%; i2 = 28,82% 

16.
P = 2,215 тыс. руб.; Di = 1,785 тыс. руб. 

17.
P = 3,177 тыс. руб. 

18.
d1 = 10%; d12 = 9,55%; d365 = 9,52% 

19.
n = 6,912 года; i = 17,23% 

20.
n = 4,863 года; f = 8,31% 

21.
n = 152,1 дня 

22.
j2 = 19,09%; j4 = 18,65% 

23.
f = 29,12%; [image: image779.png]


 = 31,47% 

24.
S = 3,928 тыс. руб. 

25.
Jp = 1,4258; а) j > 42,58%; б) j > 37,09; в) j > 36% 
26. r = 27,6%

27.
d = 16,01% 

28.
а) i > 36,05%, б) i > 35,08% 

29.
g = 15% 

30.
Sн = 3,093 млн. руб. 

31.
S = 343,662 тыс. руб. 

32.
A = 123,452 тыс. руб. 

33.
n = 3,277 года 

34.
n1 = 3,922 года; n1/2 = 3,857 года; n1/12 = 3,797 года. 

35.
R = 129,699 тыс. руб. 

36.
A1 = 80 тыс. руб., A2 = 96тыс. руб., i < 19,26% 

37.
A1 = 42857 руб., А1/4 = 38611 руб., Aнепр = 37137 руб. 

38.
A = 1824,7 долл. 

39.
A1/4 = 53,716 тыс. руб. 

40.
Spost=45,221 тыс. руб.; Apost=9,483 тыс. руб.; Spre=56,526 тыс. руб.; Apre=11,854 тыс. руб 

41.
Апост,веч = 27 тыс. руб. 

42.
Sпост+ = 91628 руб., Aпост+ = 22778 руб., Sпост- = 73247 руб., Aпост- = 18208 руб., Sпре+ = 111786 руб., Апре+ = 27789 руб., Sпре- = 89361 руб., Aпре- = 22214 руб. 

43.
R = 697 руб., а = 139 руб. 

44.
S = 81795 руб., А = 14530 руб. 

45.
А = 74,402 тыс. руб.

ГЛОССАРИЙ
Амортизация долга — расходы, связанные с погашением долга и вы​платой процентов по нему (обслуживание долга).
Английская практика (точные проценты с точным числом дней ссу​ды) — метод процентных расчетов, при котором продолжитель​ность года принимается равными 365 или 366 дней, а число дней между датами получения и погашения кредита рассчитывается точно по календарю.
Аннуитет (финансовая рента) — ряд последовательных платежей, про​изводимых через равные промежутки времени.
Антисипатнвный (предварительный) метод начисления процентов — заключается в том, что проценты начисляются в начале расчет​ного периода, при этом за базу (100%) принимается сумма долга, подлежащая погашению.
Банковский кредит — кредит, предоставляемый одним субъектом сдел​ки (как правило, финансовым институтом) другому в виде денеж​ной суммы.
Банковское дисконтирование — основано на использование учетной ставка, т.е. проценты за пользование ссудой начисляются на сум​му, подлежащую уплате в конце срока ссуды.
Брутто-ставка – ставка процентов, скорректированная на инфляцию.
Вексель — особый вид письменного долгового обязательства, дающий бесспорное право его владельцу требовать по истечении ука​занного в нем срока уплаты денег с должника.
Вечная рента — финансовая рента с неограниченным числом членов и неограниченным временем действия.
Германская практика  (обыкновенные проценты с приближенным числом дней ссуды) — метод процентных расчетов, при котором   срок ссуды, не равный целому числу лет, определяется в непол​ном году количеством месяце» по 30 дней в каждом, начиная с момента выдачи ссуды и до момента ее погашения, и точным числом дней ссуды в неполном месяце; продолжительность года принимается равным 360 дням.
Годовая рента — рента, по которой платежи производятся раз в году.
Грант-элемент — добровольно упущенная выгода кредитора, вызванная применением более низкой процентной ставки, чем принятая в данный момент на рынке капиталов. Грант-элемент может быть      подсчитан в виде абсолютной или относительной величины.
Декурсивный метод — метод процентных расчетов, при котором начисление процентов производится в конце расчетного периода..
Депозитный сертификат — денежный документ, выпускаемый первоклассными банками, с обязательством оплатить вклад (депозит) с начисленными на него процентами в конкретный срок; выписывается на конкретное лицо.
Дисконт — а) учетный процент, взимаемый банком при учете вексе​лей; б) скидка с курса валюты при срочных наличных операциях; в) разница между номиналом ценной бумаги и ее курсом на фондовой бирже в случае, когда последний ниже.
Дисконтирование — термин, используемый в финансовой практике и имеющий несколько значений, в том числе: а) покупка ценной бумаги по цене ниже ее номинальной стоимости; б) определение современной (приведенной) величины, т.е. нахождение суммы, предоставленной в кредит, по наращенной сумме, обусловленной процентной ставкой и сроками кредита.
Дисконтный множитель — показатель, характеризующий, во сколько раз первоначальная сумма ссуды меньше наращенной суммы.
Дискретные ренты — ренты, по которым платежи производятся в определенные сроки (год, несколько раз в году или сроки, превышающие год).
4
Индекс покупательной способности денег — величина обратная индексу цен.
Индекс рентабельности инвестиций — отношение величины чистого приведенного дохода к величине стартовых инвестиций; характеризует эффективность инвестиционных вложений.
Ипотечная ссуда — ссуда, выдаваемая под залог недвижимости.;
Конверсия займа — изменение первоначальных условий займа (про​цента, срока погашения, срока купонных выплат).
Конверсия рент — изменение условий выплаты ренты, т.е. частичное или полное изменение первоначальных параметров ренты, при​водящее к образованию новой ренты и, следовательно, к измене​нию финансовых результатов сделки.
-ч
Консолидация платежей — объединение нескольких платежей в один с установлением единого срока погашения.
Консолидация рент — объединение нескольких рент в одну, основан​ное на принципе финансовой эквивалентности.
Коэффициент наращения ренты — показывает, во сколько раз нара​щенная сумма ренты больше первого члена ренты.
Коэффициент погашения задолженности — показывает, какая доля ос​тавшегося долга вместе с начисленными процентами должна быть уплачена в рассматриваемый период.
Коэффициент приведения ренты — показывает, сколько рентных пла​тежей содержится в современной величине.
Ломбардный кредит — краткосрочный кредит под залог легко реализуемого движимого имущества.
Методы расчета «от ста» и «меньше ста» — способы расчета процентных платежей, наиболее часто используемых при ведении банковских счетов.
Маржа - термин, характеризующий разность между двумя финансовыми показателями, например между курсами продажи и покупки валюты, ценных бумаг, процентных ставок по депозитам.  Кроме того, под маржей понимается гарантийный взнос в срочной биржевой торговле.
Математическое дисконтирование — действие обратное определению наращенной суммы, т.е. по величине наращенной суммы, процентной ставке и сроку кредита определяется приведенная {современная) величина ренты. .
Метод линейной интерполяции — математический метод, позволяющий определить величину процентной ставки, обеспечивающей  достижение заранее обусловленных финансовых результатов.
Множитель наращения процентов — выражение, характеризующее будущую стоимость 1 -й денежной единицы через несколько процентных периодов исходя из ставки наращения за период. Он показывает, во сколько раз увеличивается величина, денежной суммы при ее наращивании.

Наращенная сумма — величина, равная сумме выданного (полученного) кредита и начисленных процентов.
Наращенная сумма ренты — сумма всех членов потока платежей с начисленными на них процентами на конец срока ренты, т.е. на дату последней выплаты.
Непрерывные проценты — начисление процентов на сумму, выданную (полученную) в кредит, или дисконтирование наращенных сумм, производимых с частотой, при которой их можно рассматривать как непрерывные.
Номинальная процентная ставка — предусмотренная кредитным соглашением годовая процентная ставка при начислении презентов несколько раз в году.
Обыкновенные проценты — см. «Германская практика».
Отложенная рента — рента, срок реализации которой откладывается на время, указанное в контракте.

Переводной вексель (тратта)— письменный приказ кредитора (трассанта) заемшику (трассату) об уплате суммы, обозначенной в векселе, третьему лицу (ремитенту) или предъявителю, если вексель предъявительский.
Переменная рента — поток последовательных платежей, члены которого не являются постоянными величинами.
Период ренты — временной интервал между двумя рентными платежами.
Потребительский кредит — кредит, предоставляемый населению для приобретения предметов личного потребления.
Приведенная (современная) величина ренты — один из обобщающих показателей ренты: сумма всех членов ренты, уменьшенных (дисконтированных) на величину процентной ставки на определенный момент времени, совпадающий с началом потока платежей или предшествующий ему; показывает, какую сумму следовало бы иметь первоначально, чтобы, разбив ее на равные, взносы, на которые бы начислялись установленные проценты в течение срока ренты, можно было бы обеспечить получение на​ращенной суммы.
Процентная ставка — величина, характеризующая доходность кредитной сделки. Она показывает, какая доля от суммы выданного кредита будет возвращена владельцу капитала в виде дохода.
Процентное число — числитель показателя, используемого и финансовой практике для вычисления процентного дохода; равен произведению суммы, предоставленной в кредит, на срок кредита в днях.
Процентные деньги — величина процентного дохода, т.е. дохода, полученного в виде процентов на вложенный капитал.
Проценты простые — начисление процентов в течение всего срока кредита на одну и ту же величину капитала, предоставленного в кредит.
Проценты сложные — начисление процентов, при котором начисленные проценты на первоначальную сумму складываются с этой суммой, а в последующих периодах проценты начисляются на уже наращенную сумму. При использовании данного метода база для начисления процентов постоянно меняется.
Рейта постнумерандо — рента, в которой платежи производятся в конце соответствующих периодов (года, полугодия, квартала и т.д.).
Рента пренумерандо — рента, в которой платежи производятся в начале соответствующих периодов (года, полугодия, квартала ит.д.).
Сила роста,— относительный прирост наращенной суммы к наращенной сумме в бесконечно малом промежутке времени.
Смешанные ренты — метод начисления процентных платежей п финансовых рентах, совмещающий начисление процентов за целые годовые периоды по ставке сложных процентов, а на платежи, вносимые в течение года. — по ставке простых процентов.
Срок ренты — время от начала реализации ренты до момента начисления последнего платежа.
Срочная уплата — денежная сумма, предназначенная для погашения части основного долга и текущих процентов по нему за определенный период времени.
Тратта — см. Переводной вексель.
Учетная ставка — ставка, используемая при учете векселей, при антисипативном методе начисления процентов и нахождении современной величины, а также как процентная ставка Центрального банка.
Финансовая рента — см. Аннуитет.
 «Французская практика» (обыкновенные проценты с точным числом дней ссуды) метод процентных расчетов, при котором продолжительность года принимается равной 360 дням, а число дней между датами получения и погашения кредита рассчитывается как разность календарных дней.
Член ренты —'величина отдельного рентного платежа.
Эквивалентная процентная ставка — ставка, обеспечивающая такой же финансовый результат, как и при использовании альтернативной процентной ставки.
Эффективная процентная ставка — ставка, отражающая реальный доход от коммерческой сделки, т.е. ставка по которой фактически были начислены проценты на первоначальную сумму.
КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА ДЛЯ СТУДЕНТОВ ЗАОЧНОГО ОБУЧЕНИЯ

Пояснительная записка

Для  студентов заочного обучения  на курс «Финансовая математика»  отводится  12 ч лекционных занятий.  Поэтому  рассматриваются не все разделы курса, а только следующие разделы:  понятие процента, простые проценты, сложные проценты,  эквивалентность процентных ставок,  влияние инфляции на ставку процента,  ренты - наращенная сумма обычной ренты, современная  ценность финансовой ренты.

 Контрольная работа состоит из 13 задач. Две последние цифры номера зачетной книжки студента определяют его вариант. На титульном листе студент указывает:
· факультет

· курс
· группа

· номер зачетной книжки
· свою фамилию и инициалы
· дисциплину

· фамилию и инициалы преподавателя
- год
После проверки работы студент должен устранить замечания.
Задачи 

1.Банк выдал ссуду, размером S руб. Дата выдачи ссуды - Тн, возврата - Тк. День
выдачи и день возврата считать за один день. Проценты рассчитываются по простой процентной ставке i% годовых. Найти: 1) точные проценты с точным числом дней ссуды; 2) обыкновенные проценты с точным числом дней ссуды; 3) обыкновенные проценты с приближенным числом дней ссуды.
2. Через Тдн дней после подписания договора должник уплатит S руб. Кредит выдан
под i% годовых (проценты обыкновенные). Какова первоначальная сумма и дисконт?
3. Через Тдн дней предприятие должно получить по векселю S руб. Банк приобрел
этот вексель с дисконтом. Банк учел вексель по учетной ставке i% годовых (год равен 360 дням). Определить полученную предприятием сумму и дисконт.
4. В кредитном договоре на сумму S руб. и сроком на 
[image: image780.wmf]лет
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, зафиксирована ставка
сложных процентов, равная i% годовых. Определить наращенную сумму.
5. Ссуда размером S руб. предоставлена на 
[image: image781.wmf]лет
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. Проценты сложные, ставка - i% годовых. Проценты начисляются т раз в году. Вычислить наращенную сумму.
6. Вычислить эффективную ставку процента, если банк начисляет проценты т раз в году, исходя из номинальной ставки i% годовых.
7. Определить, какой должна быть номинальная ставка при начислении процентов т раз в году, чтобы обеспечить эффективную ставку i% годовых.
8. Через    
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    предприятию   будет   выплачена   сумма   S    руб.   Определить   ее
современную стоимость при условии, что применяется сложная процентная ставка
i% годовых.
9. Через 
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 по векселю должна быть выплачена сумма S руб. Банк учел вексель по
сложной учетной ставке i%. Определить дисконт.
10. На какую годовую  ставку простых процентов можно  заменить номинальную
годовую ставку i%, если начисление по ней производилось т раз в году в течение 
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.
11. Банк выдал на 
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 кредит - S руб. Ожидаемый годовой уровень инфляции - 2%,
требуемая реальная доходность операции равна i% годовых. Определите ставку процентов по кредиту с учетом инфляции, размер наращенной суммы и величину процентного платежа.
12. В течение 
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 лет на расчетный счет в конце каждого года поступает по S руб., на которые т раз в году начисляются проценты по сложной годовой ставке i%. Определить сумму на расчетном счете к концу указанного срока.
13. Владелец малого предприятия предусматривает создание в течение  
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 фонда развития в размере S руб. Для этого ассигнуется ежегодно 50000 руб., которые помещаются в банк под i% годовых (сложные проценты). Какая сумма потребовалась бы фирме для создания фонда в S руб., если бы она была помещена в банк на 
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 под i% годовых?

	Две      последние цифры       номера зачетной книжки
	Сумма (S)
	Дата начальная
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	Дата конечная
Тк
	Время в днях 
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	Время в
годах 

[image: image791.wmf]лет

Т


	Ставка
 i%
	Число начис лений m

	01,31,61,91
	500000
	21.01.05
	11.03.05
	180
	4
	10
	2

	02,32,62,92
	1000000
	18.01.05
	12.03.05
	270
	2
	15
	3

	03,33,63,93
	1500000
	17.01.05
	14,04.05
	90
	2
	20
	4

	04,34,64,94
	2000000
	16.01.05
	14.03.05
	180
	3
	12
	2

	05,35,65,95
	1000000
	15.01.05
	15.03.05
	90
	3
	10
	4

	06,36,66,96
	400000
	14.02.05
	17.05.05
	180
	4
	25
	2

	07,37,67,97
	500000
	12.02.05
	14.04.05
	270
	2
	20
	4

	08,38,68,98
	1200000
	16.02.05
	24.04.05
	90
	4
	15
	3

	09,39,69,99
	2000000
	18.01.05
	26.04.05
	180
	4
	25
	2

	00,10,40,70
	1500000
	22.02.05
	27.04.05
	90
	2
	10
	6

	11,41,71
	1000000
	19.01.05
	24.03.05
	180
	3
	15
	4

	12,42,72
	400000
	15.02.05
	25.04.05
	270
	3
	20   '
	3

	13,43,73
	2000000
	14.03.05
	26.05.05
	180
	5
	30
	          2

	14,44,74
	1500000
	23.01.05
	27.03.05
	90
	4
	25
	          3

	15,45,75
	500000
	18.02.05
	26.04.05
	90
	4
	10
	         2

	16,46,76
	2500000
	21.01.05
	24.03.05
	180
	3
	20
	        4

	17,47,77
	3000000
	17.02.05
	27.04.05
	90
	4
	10
	       3

	18,48,78
	1500000
	12.01.05
	23.03.05
	180
	2
	20
	         4

	19,49,79
	1000000
	14.03.05
	24.05.05
	180
	5
	15
	         2

	20,50,80
	1000000
	16.01.05
	22.03.05
	90
	3
	25
	         4

	21,51,81
	1500000
	23.01.05
	25.04.05
	180
	2
	40
	         4

	22,52,82
	1000000
	22.02.05
	26.04.05
	270
	4
	30
	         3

	23,53,83
	1500000
	13.01.05
	24.03.05
	90
	2
	10
	         6

	24,54,84
	500000
	19.01.05
	24.03.05
	180
	4
	15
	         2

	25,55,85
	100000
	12.01.05
	17.04.05
	90
	3
	20
	         4

	26,56,86
	400000
	21.02.05
	25.04.05
	90
	4
	15
	         2

	27.57,87
	300000
	14.03.05
	23.05.05
	180
	2
	20
	         4

	28,58,88
	1000000
	26.01.05
	17.04.05
	180
	4
	10
	         2

	29,59,89
	2000000
	17.01.05
	26.03.05
	90
	5
	25
	         2

	30,60,90
	1500000
	22.02.05
	26.04.05
	180
	5
	20
	         2
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